.GS. TSHH. ĐĂNG ĐÌNH NG 
TS. TRẦN LƯU CƯỜNG -- TS. HUỲNH 8ú LÂN 
TS. NGUYÊN VĂN NHÂN - TS. PHAM HOÀNG QUÂN 


FV ^” F | ^ 


q) NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC VIỆT NAM 


G5. TSHH. ĐĂNG ĐÌNH ñNG _ 
TS. TRẤN LƯU CƯỜNG - TS. HUỲNH Bắ LÂN 
TS. NGUYÊN VĂN NHÂN - TS. PHẠM HOÀNG QUÂN 


Để te=e \ŒT 


BIẾN BũI TÍCH PHẬN 


(Tái bản lần thứ hai) 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC VIỆT NAM 
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LỜI NÓI ĐẦU 


Cuốn sách này trình bày khái niệm cơ bản về một số biến đổi 
tích phân có nhiều ứng dụng như biến đổi Fourier (chuỗi Fourier, 
tích phân Fourier), biến đổi Laplace và biến đổi Radon căn cứ trên 
định lí Radon. 


Có thê nói trong số những biến đổi tích phân phổ biến nhất thì 
biến đổi Fourier ra đời trước tiên, mặc dù trước Fourier, Euler đã đưa 
ra khái niệm khai triển một hàm số theo chuỗi hàm lượng giác, song 
lí thuyết này chưa được hoàn chỉnh. Fourier viết xong công trình về 
biến đổi Fourier vào năm 1807, nhưng do sự hoài nghi của các nhà 
toán học lớn thời bấy giờ như Lagrange, Laplace, Poisson v.v.. nên 
phải chờ đến năm 1815 công trình của Fourier mới được côn, bố. Lí 
thuyết của ông được hình thành và phát triển trong quá trình tìm 
hiểu về truyền nhiệt. 

Phép biến đổi Radon ra đời năm 1917. Tác giả của định lí cơ 
bản trong phép biến đổi này là một nhà toán học thuần tuý. Sau 
khi ra đời, phép biến đổi Radon ít được giới khoa học biết tới. Phái 
chờ đến năm 1979, hơn nửa thế kỉ sau khi ra đời, khi hai nhà khoa 
học Allan Macleod Cormack (1924 — 1998, Mỹ) và Godfrey Newbold 
Hounsfield (1919 —- 2004, Anh) cùng nhận giải thương Nobel nhờ 
công trình về y học, trong đó có sử dụng lí thuyết của Radon (được 
khám phá lại), thì lí thuyết này mới được phổ biến nhiều trong giới 
khoa học. Đây là một chứng minh mới về sự tương tác giữa khoa học 
và toán học. Phương pháp biến đổi Radon còn được gọi là phương 
pháp tomo (tiếng Anh là tomography). 


Giáo trình này chủ yếu phục vụ cho sinh viên cao học toán. Tuy 
nhiên, sinh viên cử nhân năm thứ ba và năm thứ tư có kiến thức 
về giái tích hàm, tích phân Lesbesgue thì vẫn có thể đọc được giáo 
trình này có hiệu quả. Ngoài ra, quyển sách này cũng có thể là tài 
liệu đọc thêm dùng cho những người làm khoa học trong bộ môn vật 
lí, cơ học v.v... 
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So với bản in đầu tiên, trong lần tái bản này chúng tôi bổ sung 
thêm một Phụ chương có nội dung về "Chỉnh hoá nghịch đảo biến 
đổi Laplace", bên cạnh đó chúng tôi cũng bổ sung thêm một số nội 
dung trong phần "Tài liệu tham khảo. 

Công trình soạn thảo cuốn sách này được hoàn thành một phần 
nhờ sự hỗ trợ về mọi mặt của Trường Đại học Bách khoa TP. Hồ Chí 
. Minh. 


TP. HCM, tháng 01 năm 2007 


Các tác giả 


GS.TSKH. Đặng Đình Áng, Đại học Khoa học tự nhiên TP.HCM 
TS. Trần Lưu Cường, Đại học Bách khoa TP.HCM 

TS. Huỳnh Bá Lân, Đại học Bách khoa TP.HCM 

TS. Nguyễn Văn Nhân, Đại học Kinh tế TP.HCM 

TS. Phạm Hoàng Quân, Đại học Khoa học tự nhiên TP.HCM 
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CHƯƠNG 1 


BỔ TÚC GIẢI TÍCH, GIẢI TÍCH HÀM 


Chương này chủ yếu nhắc lại các kết quả (phần lớn là không 
chứng minh) của giải tích, giải tích hàm cần thiết cho nội dung chính 
của quyển sách này - Biến đổi tích phân. Các kết quả ấy có thể 
tham khảo trong [BỊ, [R¡], [R;] và [TỊ.. 

1.1 KHÔNG GIAN 1" 
1.1.1 Cúc định lí quan trọng của lí thuyết tích phân 

Mục này không trình bày lí thuyết tích phân vì nó thuộc giáo 
trình khác, ví dụ như [R; ], [A]. Dưới đây là các định lí rất quan trọng 
của lí thuyết tích phân. 

Định lí 1.1 (Định lí hội tụ đơn điệu của Beppo Levi). Cho 
(ƒ„) là dãy tăng các hàm khả tích (Lesbesgue) trên tập © C R sao 
cho cho sup„ | f„ < <. Khi đó ƒ, hội tụ h. h.! trên Q uề một hàm ƒ 
bhảủ tích trên {) uà 


li - flli |) — ƒ(+)|d# — 0 khỉ n — . 
/£ 


Định lí 1.2 (Định lí hội tụ bị chặn của Lesbesgue). Cho (ƒ,„) 
lù một dãy các hàm (thực hoặc phúc) khả tích trên ©. Giá sử 

(ga) ƒ„(x) — ƒ(+) h. h. trên ©, 

(b) tôn tại hàm ụ bhả tích sao cho uớt mỗi ", |ƒ„(t)| S g(r) h. h. 
trên ©). 


Khi đó ƒ bhả tích uè |(f„ — flli = a|fa(e) = f(+)|dè = 0 khỉ n — <: 


Ì Kí hiệu 'h. h" có nghĩa là 'hầu hết". 
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Hệ quả. Cho ƒ là hàm đo được 0à g là hàm bhả tích trên ©. Tạ 
có: nếu |ƒ(+)| < g(r) h. h. trên © thì ƒ bhả tích trên ©. 


Suy ra rằng: nếu |[| hả tích thì ƒ bhả tích (đương nhiên chiều 
ngược lạt cũng đúng). 


Bổ đề 1.1 (Bổ đề Fatou). Giá sứ (f„) là một dãy các hàm bhú 
tích sao cho 


(œ) ƒ„ >Uh. h. trên ©, Vn 
(b) sub ƒ lạ < x. 


Với môi + € ©, ta đặt (+) = liminf Ƒ„(r). hi đó ƒ hhủ tích trên © uà 


Ji < lim inÍ độ, 


Giả sử ©\ „ 0ø C 8“ là hai tập mở và Ƒ': Qị x Q¿ — (hoặc 


' là hàm đo na 


- Định lí 1.3 (Tonelli). Giá sử 


Ị |F(r.)|dụ <®% h. hến € Ọ, 
JQ, 


| si |f (+. y)|dụ <. 
JPy G0; 


Khi đó P` bhả tích trên ©\ x ©¿, 


Uằ 


Định lí 1.4 (Fubini). Cho ` bhúá tích trên ÓN 


x©„..Kht đó tới 
hầu hết r thuộc ©\, fa có 


E(r.+):ụ ¬ Fín. 0) bhủ tích trên ©, bà 


 ¬ lR. Lr. 0)dụ thả tích trên ©. 


Kết luận tương tự bhi đối 0ai trò + cho U, 9 cho €2. Hơn nữa, ta có 


Ị ai £ Lứx Ø)u + Ị | Ƒ\(ứ. g)dr Ị F\(_". )drdụ. 
Jạ - do, duy với 


/QŒ\ xO¿ 
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1.1.2 Không giơn LP, Ì < p< oc 
Định nghĩa. Cho jp c lR với l < p< %, ta định nghĩa 


LP(O) = {ƒ: 9 — R (hoặc C): ƒ đo được và |ƒ|? khả tích}. 
L*(0)- {ƒ:9 —R thoặc C): ƒ đo được và 3C.|ƒ(r)|<CCh.h.}, 


và kí hiệu 


Iớl,= {| 0694} ” 
l#llka = †mftx ]ƒ(#]|<€h.h.}. 
NHẬN XÉT. Nếu ƒ € L*(©) thì 
[f(+)J< |/l„~ h.h.«c 9. 


Thật vậy, có dãy (C„) hội tụ về ||ƒ||„ sao cho Va.|ƒ(+)| < C„ h. h. 
trên @. Vì vậy với mỗi ø, |ƒ(#)| < ŒC„, Vưe Ô\ E,, trong đó £,„ là 
tập không đáng kể (có độ đo 0). Đặt@” - U,Ằ@Ằ,. thì E là tập không 
đáng kể và với mỗi ø, |ƒ(r)| < C2, Vưe €@\ E, suy ra |ƒ(r)[ < l/ ||», 
v#ø6Øì\£, 

1 i 
Dép 


Ta kí hiệu ;⁄ là số liên hợp của p, 1 <p < %, l.e.”, =1. 


Định lí 1.5 (Bất đẳng thức Holder). Cho ƒ € L? uà g € LP tới 
l <pX<œc. Khi đó ƒ.ục L} uà 


[Lzzl< I7l-lnl 


Dựa vào bất đẳng thức Holder, người ta chứng minh được định lí 
sau. 

Định lí 1.6. ⁄" !à một bhông gian 0ector 0à ||-||„, là một chuẩn 
UỚIt | < p< %. 


Định lí 1.7 (Fiseher - Riesz). (a) L° là không gian Banach uới 
| << %. (b) Giả sử (J„) là dãy hội tụ 0ê ƒ trong không gian L" 


?Chữ 'nghia !ả' thường được kí hiệu bởi '/.@.. 
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6 CHƯƠNG 1. BỔ TÚC GIẢI TÍCH, GIẢI TÍCH HÀM 


Hệ quả. Co ƒ là hàm đo được 0à g là hàm Phú tích trên ©. Ta 
có: nếu |ƒ(vr)| < g(r) h. h. trên © thì ƒ khú tích trên ©). 

Suy ra rằng: nếu lƑ| bhú tích thì ƒ bhú tích tương nhiên chiều 
ngược lại cũng đúng). 


Bổ đề 1.1 (Bổ đề Fatou). Giả sử (ƒ„) là một dãy các hàm bhú 
tích sao cho 

(q) ƒ,„ ›>(ì h. h. trên €), Vn 

(b} súp [ f„ < x. 
Với mỗi £ © ©, ta đặt ƒ(r) - lim inf F,„(r). Khi đó Ƒ bhd tích trên © 0à 


Ji < lim ImÍ Ị Tụ 


Giá sử ©Oị C 8 Q,„@€ g“ là hai tập mỡ và /`:©\¡ x ©„ —: R (hoặc 
-! là hàm đo được. 


Định lí 1.3 (Tonelli). G¡á sử 


Ị |F(+.)|ldụ<Á<© h. hÀ cái 


Ị srj |F tr. J)|dlụ < ®%, 
JON JQ› 


‡ 


q 


Khi đó ` hhúa tích trên ©\ x ©›. 


Định lí 1.4 (Pubini). Cho P` bhd tích trên ©\ - ©, Khi đó với 
háu hót + thuộc ©\, fq có 


È Lư. -): g =— FLr. 0) bhú tích trên ©, nà 


' ¬ Ị l Là. )dlụ bhú tích trên ©)Ị, 
/đÝÌy 


Kết luận tương tự blhủ đối bai trò r cho y ©ị cho Q3. Hơn nữa, Ed có 


Ị nã) F`(r. )dhụ Ị th | F\r. )vEr Ị F\(ár. )drdụ. 
/J€)) /JQ J4)) /) tị <Ó), 


Ị 1N 
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112 Không giơn L, Ì <p< 
Định nghĩa. Cho pc R với l < p< %, ta định nghĩa 


L0) - {Ƒ:9 — R (hoặc C): ƒ đo được và |Ƒ|" khả tích}. 
(0) {7:9 —E thoặc €): ƒ đo được và 3C.|ƒ/(r)|<CC h.h.}. 


và kí hiệu 
sx \YP 
l/I,: (J If(+)Ifd} : 
Jọ 
I/I|+ = m{C: |/(x)|<Ch. h.}. 
NHẬN XET. Nếu ƒ € L*(©) thì 
[ƒ(+z)J[< II h.h.+c 9. 
Thật vậy, có dãy (C„) hội tụ về ||ƒ||s. sao cho Vn.|ƒ()| < Œ„ h. h. 
trên Ø. Vì vậy với mỗi ø, |ƒ(+)| < C„, Vứ€O \ E,„, trong đó E„ là 
tập không đáng kể (có độ đo 0). Đặt £ - U,Ƒ, thì Ƒ là tập không 
đáng kể và với mỗi ø, |ƒ(+r)| < Cụ, Vứ€ O\ Ƒ, suy ra |ƒ(r)| < ||, 
Vœm€O\E. 
Ta kí hiệu ¿ là số liên hợp của p, l <p x,l.e.ˆ, - + 


Định lí 1.5 (Bất đẳng thức Holder). Cho ƒ € LP uờ g€ L” tới 
l<p< x. Khi đó ƒƑ.ụ € LÌ 0ò 


p” 


[is < I/I„llu 


Dựa vào bất đẳng thức Holder, người ta chứng minh được định lí 
sau. 


Định lí 1.6. /“ là một không gian 0ector 0à: Í:|Ìl, là một chuẩn 


UỐt | © n<Š %. 


Định lí 1.7 (Fischer - Riesz). (a) L" là không gian Banach Uuới 
|< px. (b) Giá sử (J„) là dãy hội tụ 0è ƒ trong hông gian LP" 


“Chú 'nnghia là' thường được kí hiệu bởi '/.6.'. 
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8 CHƯƠNG I. BỔ TÚC GIẢI TÍCH, GIẢI TÍCH HÀM 


(1L <p< %), te, |ƒa — ƒ|l, — 0. Thế thì tôn tại dãy con (ƒa,)=t 2... 
sao cho 


Jm (r) ._* ƒ(+) h. h. 
Vk.|fs,(Ð)|< b(+) h.h.. 


Uớt h là một hàm trong L". 


Với © là tập mở trong ®“, ta kí hiệu C*(O) là không gian các 
hàm số khả vi liên tục đến cấp k và C*(0) = n_¡C*(0). Còn Œ,(©) 
là không gian các hàm số ƒ liên tục trên © sao cho giá (support) của 
ƒ, tức là tập hợp 

supp ƒ = {+ €9: ƒ(r) # 0} 


là compact chứa trong ©; kí hiệu gạch ngang ở trên là bao đóng của 
tập hợp. Đặt 


Cˆ(O) 
) 


sZˆ(0)n C.(0) 
Cc°(0) =C^® 


*(0)nŒ(9). 
Ta có kết quả sau đây về tính trù mật 


Định lí 1.8. Với I < p < (lưu ý rằng p# +) thì C;*(Ô) trù mật 
trong L!(©). 
Định lí 1.9 (Riemanmn - Lesbesgue). Cho ƒ c [! 


(ú.b), Uuớt (a. b) 
là khoảng hữu hạn hoặc uô hạn của ® thì ta có 


Ù 
lim ƒ(r) cos.Vrdr = Ú. 
.V—>, - 


b 
lim ị ƒ(+)sin Nưrdr = 0 
V—x~ 


a LẤC: 


bhi N — x. 

CHỨNG MINH. Hai điều khẳng định của định lí được chứng minh 
theo một cách giống nhau. Vì vậy ta chỉ chứng minh một khẳng định 
mà thôi. 


Cho trước : > (). Từ định lí về tính trù mật ta có một hàm ¿ (chỉ 


phụ thuộc vào -) trong Cˆ* (¿. b) sao cho 


Ù 
[fLr) - g(+)|dz < z/2. 
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TS SE 60 SSS  hồingiBdrsen0iE0SDUTIODPSPIDHEIE DVGEIDDIĐUDONNUU DU DI SE SID00000 .. 


Vì g có giá compact trong (øa,b) nên ø triệt tiêu bên ngoài một 


khoảng hữu hạn (œ, 3) C (a.b). Do đó 


“3 
Ị g(r) cos Nrdt 


*““(C\ 


b 
j g(+:) cos Nuai| = 


1 


1 NrÌ 
=|ua t) gìn Nư[Ệ _— Ị g'{+)sin Nưdz 


ÑN da 


Vậy với Ả đủ lớn thì 


"b 
Ũ g(+)cos Nada| < e/2. 


kéo theo 
b 


“b 
|| f(v) cos Naah| = 


<e/2+e€ =£ 
Kết thúc chứng minh. 


1.1.3 Tích chập 


Như 1L ƒ# 
= mÍ g(#)sin Nrdr| < xị |ø(+)|d+ = XI lh: 


"b 
lấp, t) — g(+)) của Vair- LẦ g(r) co Nadr| 


cm r) — g(a Jde+| [5 :))cosNưrda 


Cho hai hàm số ƒ và ø xác định trên RẺ thì hàm số ƒ x¿ định 


bởi. 


(ƒ * ø)( IIN ƒ(+ — )0(0)dụ. 


với giả thiết là tích phân ở trên tồn tại, được gọi là tích chập của ƒ 


và g. Ta có 


Định lí 1.10. Giá sử ƒ € L!I(RŸ) nà g € LP(RŸ) uới 1 < p< +. 
Khi đó, Uới mỗi ¡ clRỲ, hàm số +> (+ — 0)0(U) khả tích trên IR oà 


ƒ+*ục LP"(RỲ). Hơn nữn 


|/ * øll, < I[/IilIsll›- 
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CHỨNG MINH. Với p = œ thì kết quả là rõ ràng. Ta xét trường hợp 
p= l và đặt 
tết. 0) = ft — 0)ø): 


Với mọi ÿ, ta có 


[irts.uit: Iø(0)| lưu — )|£ = |ø(w)|.|/ll < 
và 


lu |iru-.iua l.Hlillølli < <: 


Áp dụng định lí Tonelli, ta thấy rằng Ƒ'c /!(EỲ x E*). Theo 
định lí Pubini, ta được 


li. U)|dụ <  hch.  €lRỲ và la [irts-zldu < |[/IIillolh. 


tức là ta đà chứng minh định lí trong trường hợp ø- I. 


Tiếp theo, giả sử l < p< %. Theo kết quả trên, ta biết rằng với 
mỗi + cố định, hàm „-- |ƒ(+ — ){.|ø(w)|" là khả tích, i.e., 


ụ  |ƒ(+r — 0) Pl/(w)| là hàm thuộc (` 


Mặt khác,  — |ƒ(+ — ø)|!° € LP(R} ( là số liên hợp của ), dựa 
vào bất đăng thức Holder, ta suy ra hàm 


ụ  |ƒ(+ — 0)|-|ø(0)| l/(+ — Ø)|!“"Iø(u!I.[ƒL+ 0|! 22 [R®Skha tích 
và 


Jui # —= Ø)|.|0(g Jldy < Í (lui #= Ø)|: 200) 9y) ID “ 


IƯ *ø)+)l# < (UI* lgfP(+).lfff 
Áp dụng kết quả trong trường hợp p— l1, ta có 
Jx*ục1” và. |Ƒ*ølý < J/Illsllll F, 
I.Đ., ˆ- 
|/ + øll, < Il.IIIllell. 
Kết thúc chứng minh. " 
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12 VÀI ĐỊNH LÍ VỀ KHÔNG GIAN BANACH VÀ KHÔNG 
GIAN HILBERT 


12.1 Định lí ánh xạ mở uà đdựnh lí Lax — Milgram 


Định nghĩa. Cho X và Y là hai không gian định chuẩn và A là 
ánh xạ tuyến tính từ X vào Y. Ta định nghĩa 


All = sup{||A+l|: z € X. Ilrl|< 1}. 


Ánh xạ A được gọi là bị chặn nếu ||A|| < %. 


Tính chất. Với một ánh xạ tuyến tính A từ không gian định 
chuẩn X uào không gian định chuẩn.Y, các điều sau là tương đương 

(a) A bị chặn. 

(b) A hiên tục. 

(c) A liên tục tại một điểm nào đó. 


Định lí 1.11 (Ánh xạ mở). Cho A là một "toàn ánh” từ X lên }' 
Uò giủ sử A tuyến tính, bị chặn. Khi đó A(U) là mở trong Y, uới U là 
một tập mở bất bì trong XY. 


Định nghĩa. Không gian vector (thực hoặc phức) H được gọi là 
không gian có tích trong (hay không gian Unita) nếu mỗi cặp thứ tự 
(.r.) trong H x H được liên kết với một số (thực hoặc phức), cũng 
được kí hiệu là (+. ), sao cho 

(a) (.z) = (.r. ), dấu gạch kí hiệu cho liên hợp phức. 

Chị Út + 0.s} = Í#.5]}4 0.5) Vi¿fÐ.seH, 

(€) (ae. g) = a(t.0) Vớy€ H,Và c R (hoặc C nếu H là không 
gian vector phức). 

(đ)(+.,+)>DY#£€ H: 

(e) (+.z) = U nếu và chỉ nếu + = U. 

Khi đó (...) được gọi là tích trong (vô hướng) hay dạng Hermite. 


Tính chất. Cho H là không gian 0ector uới tích trong (...). Với 
mọi r. trong H ta có 
(a) Bất đẳng thúc Schudrtz 


|(e. g)Ï < (z.z)-(0. p). 
(b) Bất đẳng thúc Minbousbi 


(.r + tJ... Ị ụ)2 = (1) 1 (ụ. 1u), 
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Định nghĩa. Cho H là không gian vector với tích trong (...). Từ 
tính chất trên ta có (H. ||-||) là một không gian định chuẩn, trong đó 
l.l| = (r.+)!⁄2. Ta nói ⁄ là không gian Hilbert nếu đây đủ với 
chuẩn ||-||. 


Ví dụ 1.1. Xét // - L?(Q). Với mọi ƒ.ø€ L(O), đặt 


thun = Í frigtriiee 
/() 


thì L”(O) là không gian Hilbert với tích trong như trên. Chuẩn sinh 
bởi tích trong này chính là ||.|l›. 


Định lí 1.12 (Lax - Milgram). Cho !I là phông gian Hilbert uà 
a: ý x H — ®(Đ -8 hoặc C) là dạng song tuyến tính liên tục trên 
H, t.e., hi giữ cố định một biến thì a tuyến tính theo biến còn lạt uà 


|¿(u. ©)| < A[l||+||||e|| Vu. € H. 
Giả sứ a cưỡng bức trên HH, te., có số a > U sao cho 
a{u. 0) > a||u||Ê¬-Vu c-H. 


Khi đó, uới mỗi phiếm hàm tuyến tính liền tục L: H — %, tổn tươi 
duy nhất một uị C H, phụ thuộc liền tục 0uào Ì, thoả 


((u¡.t) = ([.t) VeocH. 


1.2.2 Hệ trực giao, trực chuẩn trong không gian Hilbert 


Hai vector + và „ trong không gian Hilbert 1 được gọi là trực 
giao nếu (+.) - 0, và ta viết + L ø. kí hiệu +' là tập hợp các vector 
trong H trực giao với +. Tương tự, cho tập 4C H, 4ˆ chỉ tập hợp các 
vector trong /⁄ vuông góc với mọi vector trong 4. 

Họ vector (+,)ac.¡ trong không gian Hilbert H, với 4 là tập "chỉ 
sô” bất kì, được gọi là hệ (họ) trực giao nếu họ này không chứa vector 
0 € HN và ta L ö¿, Va,2C€ A và o Z Ö. 

Họ vector (e4)ac.\ được gọi là họ trực chuẩn nếu nó là họ trực 
giao và Va € 4. ||e.|| = 1. 
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Cho một họ trực chuẩn (œ„)ac.\. Với mỗi vector r € H, ta đặt 
#(œ) = (®.ta) œ€Á, 


thì +(œ). Va € 4, được gọi là các hệ số Fourier của z ứng với hệ trực 
chuẩn (a)ae 4. 


Cho (o;);e; là một họ các số thực dương, với 7 là tập "chỉ số” bất 
kì. Đặt Finite(7) là họ các tập con của 7 có hữu hạn phần tử. Ta định 


nghĩa 
>” ` TY 
i€l w#€Finite(T) ;ey 


Giá trị của tổng )` 
hạn hay vô hạn. 


,¡a¡ được định nghĩa như trên có thể hữu 


Ta có 


Định lí 1.13. (a) Cho (e¡),_r„ là họ ò 0ector trực giao từng đôi 
một, ta có 


hì 


IỀ `s|[ = > )Iel. 
z=] 


¡á 
(b) Cho (ti), lò họ trực chuẩn gồm ' uector, (l:); mạ là n số 
thực (hay phúc), ta có 


là) 


lãi : : 
IS 6elP! =3 6P 
;=] l 


(c) Bất đẳng thúc Bessel: Cho (ta)ac A là một họ trực chuẩn. Với 
+ € H bất bì, ta có 
_l£(a) < lIzlẺ. 
a€.l 
trong đó ñ{(a). a € A, là các hệ số Fourier của + đốt uới hệ trực chuẩn 
đã cho. 
1.9.3. Tính dây đủ của một hệ trực giao, trực chuẩn 


Định nghĩa. Một hệ trực chuẩn (+.)ac.¡ được gọi là đây đủ (hay 
cơ sở đầy đủ) nghĩa là với mọi + trong H, ta có đẳng thức Parseval 


sau đây 
3 |2(œ)# = llzl 


«6A 
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Hệ trực giao (oa)aca được gọi là đây đủ nếu hệ trực chuẩn (||ta ||T”a),„« „ 
là đây đủ. 


Định lí 1.14. Cbo (oa)acA là một hệ trực chuẩn trong không gian 
Hulbert H. Ta có các điều sau đây là tương đương: 

(a) (ua)ac.\ là hệ đây đủ. 

(b) (ca)aca là hệ trực chuẩn tối đại trong H, ie, không có hệ 

-trực chuẩn nào trong H rộng hơn (chứg) (ta)ac.\ ngoạt trừ chính nó. 

(c) Không gian uector sinh bởi hệ (0a)ac.u tức là không gian gồm 

tất cả các tổ hợp tuyến tính của một số hữu hạn uector trong hệ 
(ta)aca, là trù một trong H. 


CHÚ THícH. Bằng định lí Hausdorff về tính tối đại, mà dạng tương 
đương với nó là tiên để chọn và bổ đề Zorn, người ta dễ dàng chứng 
minh được rằng: với V là một hệ trực chuẩn trong không gian Hilbert 
H không tầm thường, tức là #7 Z {0}, thì luôn tổn tại hệ trực chuẩn 
tối đại chứa V. 


13 VÀI KẾT QUÁ KHÁC 
13.1 Một số định lí giải tích 

Định lí 1.15 (Stone - Weierstrass). Cho một hàm số ƒ liên 
tục trên đoạn đóng bị chặn |. Ù|, thì có một dãy đa thức hội tụ đều 
trên |a.b] uê ƒ. 


Định lí 1.16 (Weiertrass, [Afl). Giả sử uới mỗi n €Ñ, ƒa lờ một 
hừm (phúc) giỏi tích trên miền ©\ sơo cho dãy (ƒ,„) hội tụ từng điểm 
trên miền Q uề một hàm ƒ uè hội tụ đều trên mỗi tập con compact 
của Q. Khi đó ƒ giải tích trên Q. Hơn nữa, ƒ, hội tụ đều tới ƒ' trên 
mỗi tập con compdct của ©. 


Dưới đây là định lí thứ hai về giá trị trung bình của tích phân. 


Định lí 1.17. Cho ƒ là hàm thực đơn điệu trên |a. b| uà ạ là hàm 
thực liên tục trên |a.b|. Khi đó tôn tạt điểm + € |a.b| sao cho 


b ự 


f b 
(00)! = /(6) Í g0! + f(Ð) Ƒ s9 


“/qa CẬU: 
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13.2 Tích phân Dirichlet 


Mục này sẽ phát biểu và chứng minh một bổ để về tích phân 
Dirichlet, công cụ để khảo sát tính chất hội tụ của chuỗi Fourier và 
tích phân Eourier trong chương 1 và 2. Trước hết, ta có định nghĩa 
sau đây về các hàm có biến phân bị chặn. 


Định nghĩa. Cho / là hàm số (thực hoặc phức) xác định trên 
|¿. b|. Giamaj T- lựa. «ị..... a„} là một phân hoạch cúa |a¿. b|, nghĩa 
là œ =' #ọ < dị <+$:< tụ =b. Đặt 


" 


"l[]) =Vlj:a,b]=s “TÀI, 
ƒJ) =VỰ:a.Ù) sụp Ð_] j¡ 


¡=] 


trong đó Äƒ; = ƒ(+;) - ƒ(+¡ ¡), sup lấy trên tất cả các phân hoạch 
của |¿.b). Ta gọi V(ƒ) là biến phân toàn phần của ƒ trên [¿.b|. Hàm 
ƒ được gọi là có biến phân bị chặn trên [¿.b| nếu V(ƒ) < +: 


Ví dụ. 
(a) Nếu ƒ là hàm : hòn đơn điệu trên [¿.b| thì ƒ có biến phân 
bị chặn trên |¿. b| và V(ƒ) = |ƒ(b) — (a)|: 


(b) Nếu / là hàm số J với ƒ“ tồn tại và bị chặn trên [a.bÌ, 1.e., 
I/J < A/ trên |ø.b|, thì ƒ có biến phân bị chặn trên [¿.b]. Thật vậy, 
do định lí Lagrange về giá trị trung bình của phép tính vi phân, ta 
có § 


li 


"lu: "". )|< „A1 — #¡~L) =- A/(b#fn). 


t—] 


đúng cho mọi phân hoạch. 
(c) Độc giả có thể tự kiểm chứng như bài tập rằng hàm số 


. dt 8Ì và đIẾ Ảo câu TP) 
/ƒứ)= ư 
U. +#=0 


là liên tục nhưng không có biến phân bị chặn trên |0, 2|. 


Tính chất. Cho ƒ là hàm số (thực hoặc phúc) xác định trên |a. Ð|. 
Khi đó 
ta) ƒ có biến phân bị chặn nếu 0à chỉ nếu Re|ƒ| uà ImỊ|ƒ|, kí hiệu 
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phân thực uù phân ảo của ƒ, có biến phân bị chặn. 
(b) Nếu ƒ có biến phân bị chặn thì ƒ bạ chặn, cụ thể, 


[ƒ()| < [J(a)| + V(ƒ:a,b) Vz € [a; |. 


(c) Nếu ƒ là hàm thực có biến phân bị chặn thì tôn tại hai hàm 
thực p uà q đơn điệu tăng trên |a, b| sao cho 


Ƒ(#) = p(+) — q(+)  V+ € |a. b]. 
Hơn nữa, nếu ƒ liền tục thì p, q cũng liên tục. 


NHẬN XÉT. Từ ví dụ (a) và tính chất (c), ta thấy rằng có mối liên 
hệ chặt chẽ giữa hàm đơn điệu và hàm có biến phân bị chặn. Tính 
chất (e) cũng cho thấy ƒ khả tích trên [a.b] nếu ƒ có biến phân bị 
chặn trên |a, b|. 


Bổ đề 1.2 (Tích phân Dirichlet). Cho ƒ là hàm số (thực hoặc 
phúc) xác định trên (a,Ù) thoả "một" trong hai điều biện Dữichlet 
sơu đây: 

() Tôn tại ƒ(a*), ƒ(b~) uà Ƒ có biến phân bị chặn trên đoạn 
|q. b|, (#œ xem như ƒ xác định trên |¿. b| uới giá trị tại biên la f(a”) 
Uuò ƒ(b~)). 

() Có hữu hạn điểm thuộc đoạn [¿. b| sao cho khi bỏ đi các lân 
cận bé tuỳ ý của những điểm này thì ƒ có biến phân bị chặn trên 
các phần còn lại của đoạn |u.b]; hơn nữa ƒ c LÌ(a 


Khi đó, ta có: nếu (\ < a < b thì 


b . 
lim lÍ ƒ(œ)—“ “da =0. (1.1) 


I>ec + 


Nếu 0 = ¿ < b, 3ƒ(0*) uà Ƒ có biến phân bị chặn trên một lân 
cận |0. ð| của 0 (ð > 0) thì 


xb : 
lim Ỉ f(e)— “dz = 2/(01). (1.2) 
dụ 


II >% 
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CHỨNG MINH. 
Bước 1. Trong bước này ta xét trường hợp ƒ thoả điều kiện Dirichlet 
(). Khi đó, Re[/] và Im[/| cũng thoả điều kiện Dirichlet (¡). Hơn nữa 
chúng được phân tích thành hiệu của hai hàm đơn điệu tăng. Như 
vậy, ta chỉ cần chứng minh bổ để này với giả thiết ƒ là hàm thực 
đơn điệu tăng trên [¿. b| là đủ. 


Nhắc lại rằng 
: T sin T 
lim Ỉ dư = —: 
†¬X j0 Hh P, 


Với 0 < « < dl, bằng cách đổi biến z = ¿, ta có 


ad "gi 
lim ƒ THỦY xuổ. im Í “hat =0, (1.3) 
co /tC 


IS , + He, 


“đe; "tị 
. SIH/.U : sin 
lim Ỉ ị dt ln ——dii = 
/~*® j0 k H~% jQ t 


Từ định lí thứ hai về giá trị trung bình của tích phân, ta có 


"b vì : € sb r : 
Ỉ đc. Ee xe de h9 I= SIH/tr =. Uy g Ỉ SIHI /01 Xo: 
CẤU + a € "ã 


r 3 


(1.4) 


2| >ì 


trong đó £ € [¿.b|. Nếu 0< a < b, từ (1.3), cho  — < thì vế phải 
ở trên tiến về 0, (lưu ý rằng mặc dù £ thay đổi theo /, nhưng € bị 
chặn). Vậy là ta chứng minh xong (1.1). 

Nếu U = œ¿ < b, đặt ƒ(+) = ø(r)+ ƒ(07), thì ó đơn điệu và ø(07) = 0. 


Ta có 
' sÌn g# , ” sin 51H EU ` SH J1 
| ` ng na vi, Ỉ đụ + Ị @(d')— đà 
0 4 J0 + J0 4 


Theo (1.4), khi / — thì tích phân thứ nhất của vế phải hội tụ đến 
5: Như vậy chỉ cần chứng minh tích phân thứ hai có giới hạn là Ú 
khi / — thì ta sẽ suy ra được (1.9). Để làm được điều này, cho 
trước = > (), ta sẽ tìm +⁄ > () sao cho 


“Ùb vi me 
LÍ j(x) —=f= dị <£ Vụ >1. (1.5) 
J0 “ 


2-BĐTÍCH PHÁN 
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Vì ó(0†) - 0 nên ta chọn được số a > 0Ú gần 0 sao cho 
|ø(m)| < £e/4m, 


trong đó ø(a) tổn tại là do ó đơn điệu. Bằng định lí thứ hai về giá 
trị trung bình của tích phân, ta có 


` SỈ tt f® SỈN g1 
| äf K sọc tr = @(œ) | th. 
/1) _ /c hà 


` 


với € € |U. |. 


‹ 
¬I1).Ƒ 


Xét đồ thị của hàm ¿ .m >0, hình 1.1, 


Bị 


Hình 1.1: Đồ thị hàm  — >>. 


Các sóng liên tiếp cách đều nhau với bước sóng là z, nhưng biên 
độ giảm dần. Diện tích giữa 0 và z lớn hơn diện tích giữa z và 2z, 
cứ thế sóng sau có diện tích nhỏ hơn sóng trước, lí do là ssin.r, tuần 
hoàn chu kì z và 1/+ giảm dân khi + tăng. Vì vậy 


— fsin.r MÃ co ` 
Ú < th: < († < mổ Vụ >U, 
< < J 3 
Ñ Nị Ụ l 


gi PP gim.r 
< (Lr| † —t 
Jt " Jụì n. 


kéo theo 


HP 
BI11).! 
|| tlr 

lp, # 


< 37, Vp.q > Ö. 


i 
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TTTmm—===—m.......1Ä.  . 


Vậy ta có bất đẳng thức 
|Ƒ 4 ' ĐH lã ld(a 5\|Ƒ ¬. 
Ũ 
ụa h 
ð(a ló(al|j °) SH d| < Š 
uỆ 


độc lập với /. Ngoài ra, theo trường hợp đã chứng minh trên thì 


sb 
l SỈN/U 
lim ị @(4—)———— Ề dị =Ũ, <a<b. 
t¬® JA # 


do đó tồn tại  > 0 sao cho 


b : 
B11 tt 
ị (@(1') , dh:' < 
«*“(\ t 


Hai bất đẳng thức sau cùng dẫn đến (1.5). 
Bước 2. Tiếp theo, ta xét trường hợp ƒ thoả điều kiện Dirichlet (ii). 
Với Ủ < ø < Ù, cho s > 0 tuỳ ý, do ƒ € L!(a,b), ta chọn được họ L' 
các lân cận đủ bé của hữu hạn điểm được để cập trong điều kiện (ii) 


sao cho 
lJ 1 fú N : <z | &) luyẾẾ : Ê. 


Trên các đoạn còn lại, |a,b]\ V, ƒ thoả điều kiện (¡). Áp dụng 
bước 1 thì 


khi /i > 14 


2| tn 


| Ị f(+)“PP““d¡| <z/3- khi „ đủ lớn. 
[a BJ\\ 


+ 


Từ đó ta suy ra (1.1). 


Với 0 = ø < b, ƒ(0*) tôn tại và ƒ có biến phân bị chặn trên |0. ỏ| 
thì theo những điều vừa mới lập luận ở trên và theo trường hợp ở 
bước 1, ta có 


‹ổ đc S : - ¬ 
Ni NI / )=áy= = lim l ƒ(œ)—T=dz+ lụ ƒ fiø— d 
HE* jD) Rh H—% jạ ni 


T 
= /(0”)z +0, 


tức là ta có (1.2). Kết thúc chứng minh, kở 


Scanned by CamScanner 


20 CHƯƠNG 1. BỔ TÚC GIẢI TÍCH, GIẢI TÍCH HÀM 


——_—_—__ 


NHÂN XÉT. Hàm ƒ € L!(a.b) trơn từng khúc thì ƒ thoả điều kiện 
Dirichlet. Nếu ƒ/ bị chặn và đơn điệu từng khúc trên (ø.b) thì ƒ thoả 
điều kiện Dirichlet (¡). Nếu có hữu hạn điểm thuộc |¿.b} sao cho khi 
bỏ đi lân cận bé tuỳ ý của những điểm này thì ƒ đơn điệu từng khúc 
trên các đoạn còn lại, thêm vào đó nếu / € L!(a.b) thì ƒ thoả điều 
kiện Dirichlet (1). 
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CHƯƠNG 2 


CHUỖI FOURIER 


Trong chương này, ta khảo sát vấn để biểu diễn một hàm tuần 
hoàn chu kì 7 = 2z thành tổng vô hạn các hàm điều hoà đơn giản 
dạng ø/cosk+ + b„sink+. Ta sẽ thấy một biểu diễn như thế có thể 
thực hiện với một lớp hàm khá rộng. Ý nghĩa của vấn để này là một 
dao động phức tạp có thể biểu diễn thành tống các dao động điều 
hoà đơn giản. Ngoài ra, khái niệm chuỗi hàm lượng giác không chỉ 
ứng dụng cho các dao động tuần hoàn mà còn rất có ích trong việc 
nghiên cứu nhiều hiện tượng tự nhiên khác. 


%1 CHUỖI FOURIER 


Với hàm ƒ € L!|—z.z], I.e., ƒ khả tích Lesbesgue trên .-z. zj, ta 
định nghĩa chuỗi Fourier của / là chuỗi hàm lượng giác như sau 


(H() 


¬ E (t„ cOg nát + Đụ sì nu) (ð 1j 
- ¡=| 
trong đó 
l = . ! / , ‹ 
ty = —“ Ƒ(+ ) cos na đạt. n=U. 1. 2... 
ñ.j_ 
VêEi (2.3) 
bụ -: — Ị P(7sinndlf, MS lị 5s 
TT ,j + 


Mối liên hệ (2.1) - (2.2) cũng được kí hiệu là 


PS 
ƒ(r) ~ - L- À “(dụ còn nà: E bạ gìn nu). 


mà] 
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và lưu ý rằng kí hiệu "~" không mang ý nghĩa gì về sự hội tụ của 
chuỗi trên, đơn giản là nó chỉ mối liên hệ (2.1) - (2.2) mà thôi. 

Nếu ƒ là hàm tuân hoàn chu kì 2z, ta có định nghĩa chuỗi Fourier 
của ƒ tương tự như trên, trong đó các hệ số ø„. b„ được tính trên 
một đoạn tuỳ ý [¿. + 2]. 

Nếu ƒ là hàm tuần hoàn chu kì 2!, bằng phép đổi biến ¡ = z+/l, 
ta đưa về trường hợp tuần hoàn chu kì 2z. 

Để ý rằng vì ƒ e L![—z. z| nên các tích phân trong (2.2) tổn tại. 
2.2. SỰ HỘI TỤ 

Trong mục này, ta xét sự hội tụ của chuỗi Fourier với công cụ 
là bổ để về tích phân Dirichlet đã phát biểu và chứng minh trong 
chương 1. 

Định lí 9.1. Cho ƒ e Ll|[—z.z]. Nếu ƒ thoả điều biện Dưichiet 
trong (—x.z) thì chuỗi Fourier của ƒ sẽ hội tụ uề ƒ(+) tại các điểm 
+ = (—m.x) mà tại đó hàm ƒ liên tục, hội tụ uề s|#(+?) + ƒ(+~)| nếu 
¡ là điểm gián đoạn thông thường, hội tụ uề 3[ƒ(—m*) + ƒ(œ~)| tại 
œ = +x nếu ƒ(—mÌ) uà ƒ(x~) tôn tại. 


CHÚNG MINH. Đặt 


là) 


Đ„2) Su (tứ. cos ít + bự sìn ka'). 
—  #=l 
Ta có 
1 Í” Và ! ¬..- 
„,= ƒ1# ) + 2(cosz' €osa+r' + si. sin +) 
“1 jj 
+---+ 2(Cos na co§ na + sin na sin nà) | dat 
II vu: 
s” Ỉ ƒ(2[1 + 2cos(aˆ — +) + --- + 2cosn(+° — +)|dứ" 
Tỉ ,j —m 
1 ƒ/"„ ,sinz(2n+1)('—#) .„ 
= 2~ jI# "—= _= =—® ẵ 
2T j—„ 5m 5 (0 =ø) 


do công thức 


" . 
142 » bu = SIH s(2n + lu. 


CIG | 
#el 111 5 tt 
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3.2. SỰ HỘI TỤ 


23 


Suy ra 


Đổi biến a 


'z Sẻ \ + 
kẽ-Yằ¿: = 
2 2 


„ 8m 2(2n + 1)(4° — #) _ 
là pw. 2 1.111.111... ng... 


cư 
sin z(4“ — #r) 


sin $(2n + l)(°— #) „„, 
LÚt; 


- lần lượt trong tích phân thứ 


nhất và tích phân thứ hai của đẳng thức trên, ta được: 


| "(£ +) /2 ) 
on =— Ị ƒ(r~ 2n) Eaaite cà 
đi /Q) mlll(† (2.3) 
“(m r)/2 ) 
| Ai ƒ(.r 1 quà HỆ EuL2BUSẾ hoi HIệT 
0 sa 
Với + € (--z.7) cố định, ta có các hàm theo biến œ là ƒ(+ + 23a) 
thoả điều kiện Dirichlet trong các khoảng tương ứng (0. —— và 
(0. kinh Do đó, nếu /(+*) và ƒ(+) tồn tại, theo bổ đề 1.2, ta có: 
` L¿# „ II N: Trụ Ty anh 
Jâm S0) = =[S/ƒ0”) + sf0))]} = sƯ@-J 1 70`)]. 
Với + — z, do (2.3) ta có: 
t 
3y) S cJ f{n Số SC kiên, là cla 
ý /d0 8# 
]jƑ,‹s gin(20 + TÌ 
- rÍ ƒ(œ~3a SEÀi 24H» UP 
T J0 sa 
t1 th yÊÖ tộc 
cj f(x — 3n . | HUẾ 
T J„—e sina 
j /" € gin(2n -E Ì 
: | ffipDN] TS co câu 
⁄a sina 
đau Ôn - / 
h (sa — j" Si du, 
T lọ SÌH 
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trong đó, ta đổi biến + = x— a ở tích phân thứ hai. Áp dụng bổ 
để 1.2, ta suy ra 


Ị 
Jịm Su(+) = ä ƒ~) + ƒ(=3})], 
Với z = —r, chứng minh tương tự. - 


CHÚ THÍCH. Có những hàm ƒ liên tục trên |[—z. x| mà tại một điểm 
nào đó thuộc đoạn |—z. z], chuỗi Fourier của ƒ không hội tụ. Vấn để 
khôi phục hàm ƒ trong trường hợp đó sẽ được xét ở mục Z.5. 

2.3. CHUÔI COSIN, CHUÔI SIN 
Cho ƒ € L!|0.z| và thoả điều kiện Dirichlet trên (0.z). Ta định 
nghĩa ƒ trên (—z.0) bằng công thức 
J9) =@(—?). 
—_ Khi đó, ƒ€ L![—z.z] và thoả điều kiện Dirichlet trên (—z.z), vì 
vậy có thể áp dụng kết quả „ trên. Ngoài ra, do ƒ là hàm chăn 
j. uy ng P, 
(tụ = — ẲÍ# JỨT, Hạ S = / Ð cosnrÑnr bạ =0. n = 1,2,... 
7 J0 T J0 


Tóm lại, ta có định lí sau. 


Định lí 2.2. Cho ƒ € L!|0.z| uà thoả điều kiện Diichlet trên 
(U.z). Khi đó, tœ có chuỗi cosin 


» Hà l Ƒ(ˆ) cos nà ah (2.4) 


Thờ 


n— |Ì 


hội tụ uê NT )1 ƒ(+r*)| tại những điểm + € (U.x) mà ƒ(r `) uà 
ƒ(Lr') tôn tại; hội tụ uồ cà tại + = U nếu ƒ(U*) tôn tại; hội tụ tê 
Ƒ(n ) tại r ~ m nếu ƒ(m ) tốn tại. 

Chứng minh tương tự định lí 2.2, ta có: 


Định lí 2.3. Cho ƒ € L!|0.x| 0à thoả điều kiện Diichiet trên 
(U.z). Kh¿ đó, ta có chuỗi sin 


% “1 
»- Hạt Ị Ƒ(2) gìn nà ít ø®) 
JU 


¬3|t» 
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hội tụ uễ 3[ƒ(z~) + ƒ?)] tại những điểm + € (0.) mà ƒ(œ~) uờ 
ƒ(+T) tôn tại; hội tụ uề 0 tại + = 0 hay + = m. 


2.4 SỰ HỘI TỤ ĐỀU 


Định lí 2.4. Cho ƒ c Ll|—z.xỊ. Giá sử rằng ƒ bị chặn, thoả 
điều kiện Dữichlet trên (—x.n). Giả sử ƒ liên tục trên khoảng 
(u,) C (—z.7). Khi đó, chuỗi Fourier của ƒ hội tụ đều 0ê ƒ trên một 
đoạn bất kì |a. b] C (u. ®). 


CHỨNG MINH. Trước hết, ta thác triển /ƒ thành một hàm xác định 
trên R, tuần hoàn chu kì 2z bằng công thức 


J(r†+ 3.) = Ƒ(rì). 


Khi đó, trong bất kì đoạn nào, ví dụ đoạn [—2z, 2z], ƒ được biểu diễn 
dưới dạng 
ằ 1c, 


với và G là các hàm bị chặn, không âm, đơn điệu tăng. Ngoài ra, 
F và Œ liên tục tại các điểm mà ƒ liên tục. 

Để chứng minh sự hội tụ đều, cho trước số : > 0 bất kì, ta 
sẽ tìm được số nọ € Ñ sao cho với mỗi 0 > nụ, bất đẳng thức 
"IS, ) — ƒ(+)| < £” đúng cho Và € [é. |. Thật vậy, với mỗi r € [¿. bỊ, 
ta có 

[+ = 


] ([.U 


' PP vài Hi g1 —#) 


1 Ñ nộ gin ¿(2n + 1)( — +) {, 
— lạ —— 
27 


Ï 


lí n4; —— ni 


——)/2 531i 


pm sin(2ø + Ì 
=— Ị ƒ(r + 2h) CREE Lo, § 


—n/9 si1@ 


” x52 + l)a 
⁄J{( 


trong đó, ta đã sử dụng phép đổi biến zˆ - + 2a trong tích phân 
thứ hai và tính tuần hoàn chu kì 2z của ƒ trong tích phân thứ ba. 
Do ƒ - Ƒ - G, tách cận tích phân và đổi biến ta được 


"11/2 #ufð : 
Đụ (VP) = ệ Ị F{ư + BUYẾTHẺ Tội LAO, 


—T/2 si 
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mm ................. 


Mi gin(3ø † la 
- ; Ị G(# + 2+)———— nh 
T/J mn/2 JI11(1 
ki” #m(2/ 1 l)a 
: F(œ + 3nJ]————— ca 
T /t\ mIl](1 
sim(92 1 l)a 
| ` 2a ca, : ——=(flq 
T sim 


Tơ, | 
sim(2n L l)a 

%\ HH” ————tÌtt. 
si 


| — 


"1/9 
| Fụ 
/() 
kuểu sin(2ø 1 l)a 
: Ị (/(ar | SuÄ= : —=(ỈaA 
ï jJu s1 
"T1 /2 
Ị Œ(.r = 
/l) 


¬ 


từ đây suy ra 
|S„(+) - ƒ(@)I -: lS@ef) - đến) (2ì) 


`1 “2 sin(2 " 
< Ệ Ị Ê để Nhi s£ữ)| 
T J0 


HIẾN SII 3 
) /#x sin(2u 1 l)a W h 
P M 8, ”“. —Ý _ _ kh : 
| | ' F(ưœ # 26) .c_ đa sW (.r) (2.6) 
} sinm(2ø † l)a L, 
| | : Ị Œ(r + 2a) : ) (la ¬.. 
ïñ dụ sina 3 
SH sim(2ø 1 địa | 
Ï - Œ(r — 3a)- : —(lấ '—=.—G(.t)|. 
7 Jụ DI NỔ 3 
¬ ‹ ”#ina x“ˆ. - 
Vì các hàm #` Œ bị chặn, hàm ¡ ———la là liên tục và 
: WÑ « 
: “sim 7 
lim đt = = 
„xin CO 2 


(ta thừa nhân điều này), do đó tôn tại hằng số €' > 0 sao cho 


sI 


“ga 
I#(z)J < €. lG(r))<€: Ũ đa 
JU aạ 


<€ 


với mọi ¡ø € | 2z.2z| và mọi „ > 0. Tiếp theo, ta chọn hai số c-.¿l cÔ 
định thoá 


"h<ốc<(q< b< tÌ< t. 
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Do #` và G liên tục đều trên |c. d] nên ta có / € (0./2) sao cho 


|Ƒ(+°' +20) — F(+)|< v |Œ(+“#+ 2ø) — G(")| - (2.7) 


liên 


đúng với mọi +“ € |. Ù|. 


Sau đây, ta xét số hạng đầu tiên bên vế phải của (2.6). Ta có „ 


íà 
0 


Do đó, 


sau 


T, 


Ta lại 


` 


1 


& sin(2ø -E l)a 


7/32 " 
——————(Ì(\ = Ỉ í + 2À  cós 2a ]da & 
8i 
k—] 


l2 | 


/(0) 


ta đánh giá số hạng đầu tiên bên vế phải của (2.6) như 


] “71/2 S " : 
|- Ỉ {+ 2S ZÊu, _ ›F()| 
0 “ 


sine 


] 1/2 S] 2 ' 
T Jụ s1 ⁄Z 
} | sin(2 

< |- Ỉ Ir(x: + 2 YẾ rú 0| NX * tạ 
7T Jụ s11 


gsim(2n + l)a 
")]—————— 


- tÈ‹|. 
sa 


(2.8) 


có hàm a > (+ + 2a) - (+) là hàm bị chặn, dương và 


đơn điệu tăng trên một đoạn tuỳ ý; hàm a —¬ &/ ii cũng bị chăn, 
: TT : : "-.. ÿ 
dương, đơn điệu tăng trên (0. 3l: Do đó, theo định lí thứ hai về giá 


trị trung bình của tích phân, tên tại £ € [0. | sao cho 


|: 


7T * 


~ 
S5 
t5 
m) 
¬— 
| 


°M .¡8in(2 | 
j [Ft TA” F()] Söê Vài GA cáo ¿ BEP L2 da 
l si 


To 
= ^[F(œ +30) — F(œ)|—F— j SE bóp hi lóc; 
TT 


. (đa 
5H : q 
Ị (2n+lm ¿ 
LỄ j4. #02 ‹ " =. 
7T lệnh (2"11)€ 
l 
<—|F 2) —F _——— 
< =|fứữ +3)  Fụ 9l cm 
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g -..TˆT T7. 6 


Kết hợp với (2.7), ta có 


sin(2 1)c 
TH & (2.9) 


Lí" : 
Tà Ũ DIỆP AEHEỢN”” HẠ sI1œ 


œI|tm 


Cũng từ định lí giá trị trung bình thứ hai, ta có £? € [H, Si sao cho 


i gsim(2n + 1)a 
|- Ị [Ƒ +2a)— phối 2 bệ - ) đla 
h sind 


Ê gin(2n + De 
——(í(\ 


| 
= |—|F(r +-3 _Ö—È# Hà 
IyFu ˆ8h) — VIÊN dụ sin 
l '⁄2 gim(2n + 1)a 
mi ~ Ít? ———i 
3E _° (tr +7) F(¿)] lj "an" a 
€ C m/2 (3 
F “(ƒ sim(2n + 1)q + l1)‹c tư z IỆ gin(2» + sin(2" + 1)a tua|). 
mm; ụ s1 œŒ sin 
(2.10) 


Mặt khác, với Ú < p< j„< nì áp dụng định lí giá trị trung bình 


thứ hai, ta được 
n (2#ø + l1)¿ 
| “dổn 


SII 
mỉ 1 =Íi 
- | sin(2n + l)qd + —— Ị sim(3n + D)ada| 
sin}? JJ„ sind jJ„ 


" “q 
(IJ sin(20 + D)adal † Ũ sIM(2n +- I)nde|) 
. h .v//}P 


4 
<—————— 
— (23»„-E 1)imp 
ở đây p < " < 4; bất đẳng thức sau cùng là do tính toán trực tiếp tích 
phân. Áp dụng điều này vào (2.10) và để ý thêm sin£" > sin/¡, suy ra 


| 


_ 
SII Đ 


mr/3 5 P l)a ) 
‡/ [F(: + 3a) — F ¡| PHẾ ạa|  -..._' 
, sine (2n + 1)zsin 


Từ (2.8)—(2.11) dẫn đến đánh giá sau cùng cho số hạng thứ nhât 
bên vế phải của (2.6) 


)_ gin(20ø + Ì | : lê 
| Ị PP LöÈ *† BA LÔ _ sF(x) So. 
Ú 


< =+ ———- 
S— (2+ 1)zsm/ 


sa 3 
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Ta cũng có kết quả đánh giá hoàn toàn tương tự cho các số hạng 
còn lại bên vế phải của (2.6), từ đó suy ra 
| S 04C 
2 (2n+l)xsin,. 


|5„(+) = ƒ(z)| < 


Bây giờ ta chỉ việc chọn số nọ € Ñ sao cho 


6017 .s 


< 


(2nạ + 1)zgim/— 2) 
cách chọn này không phụ thuộc vào + € |a.b|. Kết thúc chứng 
minh. x 
2.55 ĐỊNH LÍ FEJÉR 


Định lí Fejér cho phép ta xác định hàm liên tục ƒ từ chuỗi 
Fourier của ƒ trong trường hợp chuỗi Fourier phân kì. 


Định lí 2.5 (Fejér). Cho hàm ƒ xác định trên 3, hiên tục, tuần 
hoàn uới chu bì 2z. Đặt 


q : : 
y(.0) = ñ ‡ » hạt ƑE bị. sản Êsr) 
k=] 
l.. „ 4 
Z„(+) = —[Sa(+) + SI(+) +... + Đa— dt) ba (2.12) 
1 


(ơ„ được 8ọi là tổng Fujér của £ hay còn gọi là tống Césaro). 


Khi đó, dãy (2n )ö=12,. hội tụ đều UÊ lễ trên R. 


CHUNG MINH. Trong chứng minh định lí 2.1, ta có 


Am. sim(2n + 1)(t°— r)/2 
Su) xj Ƒƒ—— HS -jểy), 


37. gim(a/ — #)/2 


Suy ra 


ĩ 


š ! l + 
+ s [HH — 1)/312, ; 
Đụ th 


n—Ì 
| ] M ft} ".... ị 
... ch : Si ——Í# — +Ìt 
Đụ th) 2Iim J giHịd”” « "P5 nh 


m“..T.é8n TT. 
` sin(a N2 
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là do công thức 


2 


n— | c4 
Ÿ  sin(2k + la = CC”. (2.13) 
k=0 31 
Đổi biến : :- +' - +, sử dụng tính tuần hoàn chu kì 2z của ƒ, ta 
Suy ra 
"TT 
z1 ÊnÌ R= | Ƒ(œ+ + z)®a(z)d2. 
trong đó 


®„(z) = | | 
2nm L sin(z/2) 
Hàm ®, có các tính đt In 


(1) J ®„(z)dz = I. Thật vậy, theo công thức (2.13) thì 


—ẮT 


k 1 ƒ”(sin(nz/2)1? 
Ỉ ®„(z)dlz = [me:3)) dz 


_Đnr, _„L sin(z/ 


—T 
1 “TT 1 n— Ì 2J; PP N 
=—— ———— SI1 ————+(Ì+z 
217 là sim(z/2) bung )+ 
n—Ì 
lì X. l . 2ˆ+1l 
= —— ———— SI ———-(l+ 
2n7 >Ị, sin(z/2) 2G: 
1 n—Ì „„ là n—] 
= —— l+ CO8 :]dz=— J ^ 
2n 5 J( P J 2nTm 2 ; 


đi) với ð € (0,z) thì 


—ồ T 
ty (ổ) = [ ®„(z)dz = Ỉ ®„(z)dz — 0 khi n — œ. 


=T 


Thật vậy, với z € (ở. r| ta có sin(z/2) > 2/7, suy ra 


|3 
—. 
tŠ 


[r5 Ï < ( 


sin(z/3) 
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Do đó 


- . . 
⁄ L ƒf[sin(nz/2)12 
®,„, yz 12 = ®Đạy lx — ——— ng PA 
' “lò j: (3 2mm jJs L sin(z/2) W 


2 


1 T\2 U§ 
<S — rỏ S) ———— ) ]  =. ý 
S- (xà) 5 < T: 0 khi ø — œo 


Tiếp theo, ƒ là liên tục, tuần hoàn chu kì 2z nên ƒ bị chặn và 
liên tục đầu trên IR, nghĩa là 


ÄAI >0. VreR, |/(r)|<ÀM. 
và cho trước - > U, ta chọn được ở > 0 sao cho 
|+# —t|< ö (xa) - /(+)|<£/2. 


Sự hội tụ đều được chứng minh qua bất đẳng thức dưới đây 


I/(+) — øu( 1| Uê t)= /Ú +.2)|8a(s 


<|Ƒ `. S 
+ lở (7) ~ fức + s)|#a()4‡ 
+ tớ) Jư+ s8, 


h) 
Ị ®„(z)d: < 4Ala,(ð) + 
_ð 


< 3ÄTa,(ð) + 2Äfa„(ð) + 


TƯ NG:) 
2| 05 


trong đó bất đẳng thức sau cùng là do tính chất () và do hàm 9®, 
không âm. Sử dụng tính chất (i¡), ta tìm được số :ọ € NÑ độc lập với 
+ sao cho 


" > nọ > Mla„(ð) < _ 
Vậy 
Vz, |[ƒ(+) — ø„(+)|< z nếu 0 > nụ, 
Kết thúc chứng minh. = 
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TỶ" nung nnnnnnnennnnenngnnnnnatntnnnnssnnnnnndinuinnnuinnnnnnzasasanơơơasnannmme===e=mamm.......-.-.... 


CHỦ THÍCH. Trong định lí Fejér, nếu ta thêm giả thiết ƒ“ tổn tại 
và liên tục thì không riêng gì tổng Fejér ơ„, tổng riêng phần Š%„ của 
chuỗi Fourier cũng hội tụ đều về ƒ. Cách chứng minh rất sơ đẳng, 
tương tự như chứng minh của định lí 2.14 ở mục 2.3. 

Ví dụ 2.1. Cho ƒ(+) - +?, —-x <+ <7. Ta khai triển ƒ thành 
chuỗi Fourier như sau 


*Š có cbụ =0 Vn, do ƒ là hàm chẳẵn và 


vu ;Ð / 272 
(tị '= J4 “\dạ = # "d# = ——, 
= { F () Bj 


I1 | 
2 N bế: 1. £ 
(tạ Nn TẾT”) cos nà dạ — +“ cosn+ dự = (—1)”—c. n = 1.2.... 
ïN,J-m T jJQ '(OM 


Ngoài ra, ƒ thoả điều kiện Dirichlet trên (-z.z), ƒ bị chặn, 
ƒ(-z) - ƒ(z) nên do các định lí 2.1 và 2.4, ta có chuỗi Fourier của ƒ 
sẽ hội tụ về / từng điểm trên [—z. z], sự hội tụ này là đều. Vậy, với 
 €|-z.zr], thì 


: ñ COS2r — COSijE 
I2 m — — || COä:tr — ”Bm— ‡ —ng = nh : 


3|: 


Ì | b2 


2 4 


Hình 2.1: Xấp xí hàm ƒ tuần hoàn chu kì 2x định bởi ƒ 


Hình 2.1 biểu diễn sự xấp xỉ hàm ƒ bởi hàm 


_. T 
3i) [Sa lcoxr. 


Ví dụ 2.2. Cho /(+) - +r, —m < + < Tm. Ta có q„ -U, ¡ð =U,1.9 
do / lé và 


2) *ñ Í= | " LỊ 
= ! - / + 
bị, Ị tt BÌNH tt đt = ———. 
0 " 


`. ——* 
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Do định lí 2.1, chuỗi Fourier của ƒ hội tụ về ƒ tại z € (—z,) và 
hội tụ về s|/Œ) + ƒ(—m)| = 0 tại z = +m. Vậy 


sin2+  sindzr 
— Ầ V+z € (—7,7). 


ở 


“= 2(sin #— 


Hình 2.2: Xấp xỉ hàm / tuần hoàn chu kì 2z định bởi ƒ(r) = +. —x < + < m. 


Hình 2.2 cho thấy ƒ(+) = +, —z < z < z được xấp xỉ bằng đường cong 


ni )= 2(sinz KỶ + P 1 


sin2  sinäz " 


Ví dụ 2.3. Với ƒ(z) = z, 0 < z< 


1 27 1 27m 
đụ = — + da” = 21, dạ = — Ỉ + cosnaz da =0, nm> 1, 
T /0 T J0 


và 
IÊ Lỏi 2 
b„ = — Ỉ + °sinn+dd+°'=—— nœ> 1. 
T j0 Tì 
Do định lí 2.1, chuỗi Fourier của ƒ hội tụ về ƒ(z) tại + € (0.2+) 
và hội tụ về ;[ƒ(0) + ƒ(2m)] = x tại z = 0,2. Vậy 


in2+  sindz 
 = 7T — 2(sinz + — : + =— kaà -) Vz € (0,2m). 


3-BĐTÍCH PHÂN 
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34 
` —— 


S 


8.” 


-J -4 -^ kS z2 s 


Hình 2.3: Xấp xÏ hàm ƒ tuần hoàn chu kì 2m, ƒ(z) = +. 0 < + < 27. 


Hình 2.3 cho thấy ƒ(+) = +, 0< + < 3z được xấp xỉ bằng đường cong 


S.,taa " đa Vì sin2#  sind. mm 
A(=) = T — (snz 5 5 TJ' 
+ < 2m. Tương tự ví dụ trên ta có 


472 ®\/cosnar  Tsinn+ 
+4 » = ——) Vr € (0,27). 


† 2 là) 


Tại z = 0,2z thì chuỗi trên hội tụ về 2z”. 


6° 


Hình 2.4: Xấp xỉ hàm ƒ tuần hoàn chu kì 2r, ƒ(+) = z2, 0< z< 2m. 


Hình 2.4 cho thấy ƒ được xấp xỉ bằng đường cong 


4 2 13 § 
: T CO8 HU 7T 8111 71.U 
DNG 0áy 7 nhàn vài) 


n—Ì 


Scanned by CamScanner 


8.5. ĐỊNH LÍ FEJÉR 35 


Ví dụ 2.5. Khai triển hàm 


sẽ | 
cos(rrz) nếu <z< - 

ƒ(#) = " : (2.14) 
0 nếu 5 <„r< 1 


“ 


thành chuỗi cosin như sau: thác triển hàm ƒ trên [—1. 1] thành hàm 
chăn băng cách đặt ƒ(z) = ƒ(—+) với —-1 < + <0. Sau đó đổi biến 
+ = ‡/m và đặt 


Khai triển chuỗi cosin cho hàm ¿ chấn, áp dụng định lí 2.1, ta được 


J\#) =vwif)= ". 0SÉ — Ƒ ml (2nt, 
Hà ự COS › )OS 
cả 2 ¡ CO8 n†) 


Ï 
3| 

+ 
5| — 

©) 

© 

l2) 

¬ 

Đ 

| 


Xem (—1)”" 
^„ ¬n.£ cos(2rnz)  V+r € [—1. 1]. 


Hình 2.5: Xấp xỉ hàm ƒ trong (2.14): ƒ chẵn, tuần hoàn, chu kì là 2. 
Hình 9.5 cho thấy hàm ƒ định bởi (2.14) được xấp xỉ bằng đồ thị 


hàm 


(—1)" 
4n2 — ] 


Am. 2 
Đi (#) = = + 2 (087 — — » cos(27n). 
n=l 
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Ví dụ 2.6. Cho ƒ(z) = ~ M|2sin gỊ. Khai triển ƒ thành chuỗi 
EFourlier. 

Xem hình 2.6, ta có ƒ là hàm chẵn với miền xác định là 
D =R\ {2x |ke Z} đối xứng qua 0. Ngoài ra ƒ tuần hoàn chu kì 
2r. ƒ không bị chặn vì ". Ƒ(z) = +œ. 


Hình 2.6: Đồ thị hàm số ƒ(z) = — In|2sin |. 


Để chứng minh ƒ e L![—z. z], ta chỉ cần chứng minh ƒ e L!(0, 3ì: 
Ta có 


TL 


Ƒ ƒ(x)d+ = — là In(2 sin 2 )đự 
/J£ : /3 T kh 
DI tk 3 COS 5 

"_ Gas 3 -J dị —4 +] 

la nÀ2sin : l tư gúa 


2 
ti 
¬- 3 #C0SS 
cIn(2 sin 5} + =“...: 
2 ;c 28inỗ 


;|¬ 


TT 
+ h ` EÌ # _Œ : 
Để ý rằng lim (S/sin 3) = l1 nên Í (+ cos s/2sin ạ)d+ < œ, và 
=0) 0 “ 
theo định lí hội tụ đơn điệu thì 


TL 


'3 3 aCOS 5 
3 š 34 #ZCO5 5 
l Ƒ(z)d+ = Í —£ thứ. 
0 o6_ 28m5 . 
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————————————=_———_——=—_-__...h 


Tiếp theo, ta tính các hệ số của chuỗi Fourier. Vì ƒ chẵn nên 
bạ = Ú Với 0 = 1,2,... 


Œụ —= 


* TT 2 *7T _ì 
| ƒ(+)d«+& = —2lh2T— —I, với I = | lu sin —dzs. 
J9 T 2 


⁄/0 


Đổi biến + = 2( ta được 


t2|3 


TL 
: 5 † l 
lệ Ỉ Ìh sin fj# = 2 Ỉ (h2 + lnsin 5 + Ïhcos s)t! = ãÌn2 + 2ï. 
J0 J0 _ 


-. 


dấu "=" cuối cùng trong đẳng thức trên là do 
T 
`9 t lở s tt ý ta ^'» - A“ 
Ìh cos aút = J„ Imsin su, thông qua phép đổi biến f - z - úu. 
/@0 Si do & 
Suy ra Ï = —-zÌn2 và œạ = 0. 


Với ¡¿ — 1.2...., bằng cách tích phân từng phần, ta tính được 


SP: VI 2N lại ¬. `4 
Œịụi —— ƒ(r) cosrrdbr —= ——— lùn 2 sin —d(sin má) 
ñ.jJu - HT /0 z 
2 1Ý VIÊN . bị W Ề „HN 
_ ln(2 sin 2) sin n.r[) — sin ø{Ih 2 sin 3Ì] 
„.T 2 Jo 2 
D ƒ” . COS Š 1 /Tsin{n + š)t +-sin(n — s)t 
- — SỈ? : ——-đt' = — ————————*-da 
07 /o 2sin 5 "TT Jg 2sin 5 
l 


MỸ 
=— Ỉ (š +COS.r + (0s 22 + -- -+ CoS na) da + 


*TT 


| 
-— (§ + €OS+' + €0§24' + --- + cos(n — 1)#)dla = =. 
HT J0 lì 


Vậy theo định lí 2.1 thì 


COs2m — cosilr 


5 5 ¡ ⁄ hồn, k2. 


: In|2 sin 3| = COB:" + 
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15 -1O 


h zã 
Hình 2.7: Đồ thị của tổng riêng phần thứ tư của chuỗi Fourier của hảm /(.£) = ~ In|2sin 5Ì 


Hình 2.7 là đô thị của tổng riêng phần thứ tư của chuỗi Fourier 
của hàm ƒ(+) = — In|2sin 5Ì: có hình dạng gần giống với đồ thị của ƒ. 


2.6 SỰ HỘI TỤ TRONG ¿2 = !?(—z.z) 

Xét không gian L7 các hàm thực bình phương khả tích trên 
[—z. z]. Trong L”, dãy hàm {¿„ | ø  Ñ} được gọi là một hệ trực giao 
nếu 


Ỉ @m(2)u(+)dt CŨ MỐI vận, 


.=n 


và nếu hệ {IÊn | "h€ N} có thêm tính chất 


Ị 22(0)ddđữ =1 Vn 


=í 


thì ta nói hệ {z„} là trực chuẩn. 
Cho hàm ƒ € L3, với hệ trực chuẩn {¿„}, ta đặt 


TT 
Cụ =Í Ƒƒ(3).@n(+)d+ VnecN, 
—T 
thì ta gọi ))”øe„„ là chuỗi Fourier của hàm ƒ (ứng với hệ trực 


chuẩn {¿z„}) và kí hiệu là ƒ ~ }}” scnva. Ta xét bài toán khi nào 
hàm ø„ có dạng 


Ơn —= (20 TP (121 +: + Quýn 
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là xấp xỉ của hàm ƒ tốt nhất theo nghĩa đại lượng sau đây đạt cực 
tiểu 
£ T 2 
= l/ - øalỗ =Í [ƒ() — a(z)]“dz. 
Ta có định lí sau: 
Định lí 2.6. ø„ /à xếp xỉ tốt nhất của ƒ khi uà chỉ khi œạ = cá; 
Vk = 1> n. 


CHÚỨNG MINH. Ta có 


ồn = _ ƒ°*(z)dz + / đa Ầ)d+ „ 2 “.. ;)đ 


(Sa) )ư mxmÃ fa #k(œ)d+ 


MT, 


= l (ni 


—" k=§0 =0 
= Lớn +)d+ + "S^a#/#(s) )d+ HỆ `» œpOagUp( ;)s(4 r)d+ 
>" k=0 _—_ P#q 
0<p,q<n 


"n T 


— 2 `a_ ƒ(+)gx(œ)d+ 


r)du + aÿ BS vn 


k=0U 


Ï 


? 


= ' tán +5 lạc Sở) )?—À cá. 


KH k=U 


Ta có lÑ T1 r)da và S4 là các hằng số, do đó ð„ đạt cực tiểu 


k=0 
" 


khi và chỉ khi `(a, — c¿)? = 0, tức là a„ = œ, Vk = Ú....,n 
k=0 


Định lí này dẫn đến một kết quả được gọi là bất đẳng thức Bessel. 
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\ œ 
_ Bất đẳng thức Bessel. Giỏ sử 3 cuợk là chuỗi Fourier của ƒ 
k=0 
ứng uới hệ trực chuẩn {@„}. Khi đó 


|" )dz > >3 đ 


CHƯNG MINH. Trong chứng minh của định lí 2.6, ta có giá trị cực 
tiểu của ä„ là 


Lấ) 


Ân = [Lưu :) — Øn(3)] Jứ= Ƒ \( r)dư — À c¡ >[) Văn. 


k=U 


Suy ra 3 -o€£  [ˆ, ƒ”(+)dr, do đó chuỗi $2} „‹ÿ hội tụ và ta có 
điều cần phải chứng minh. m 


Vậy với hệ {z„} trực chuẩn thì mọi hàm hàm ƒ < L7 đều thoả 
bất đẳng thức Bessel. Vấn đề được xét tiếp là khi nào bất đẳng thức 
Bessel xảy ra dấu bằng. 


Định nghĩa. Hệ trực chuẩn {¿„} được gọi là đầy đủ (xem thêm 
chương 1) trong L7 nghĩa là 


Sớ- |.á )dt VƑc 1}. 
k=U 


Sau đây ta xét một tiêu chuẩn đơn giản cho biết một hệ trực 
chuẩn là đây đủ 


Định lí 2.7. Cho hệ trực chuẩn {7u} trong L°. Hệ này là đây dủ 
nếu 0à chỉ nếu 


VF €C|—z. |.Ve > Ú. 3đ, = duyu + --- + dny2a.||[f ` — đ„||a < z. (Ø.151 


CHỨNG MINH. Giả sử (2.7) thoả. Xét ƒ c L? và cho trước : > U tuỳ 
ý. Như đã biết, không gian C'|—z. r| trù mật trong L? nên có một 
hàm #' 6 C{—z. z| sao cho 


lÌ› = (ƒ tre) - roi] #) Ởs £. 


Scanned by CamScanner 


41 


2.6. SỰ HỘI TỤ TRONG L2 = I.2(—z, n) 
X1 ;2a xe Lluieh.đt, Ni. Mag ứng, ghi mi Nhax bị j8b:nhat chi ,AEREDEEIDDDDNDDOPODDPEDOSTE DO E660... 


Từ giả thiết (2.7), ta có hàm ø„ = qg#u + ::-+ œ„¿„ sao cho 


|f' — øn|la = (ƒ tr [Ƒ(đ+) - ø„(+)] 4y) “<¿ 


Hai bất đẳng thức trên, bất đẳng thức Bessel và định lí 2.6 dẫn 


đến 


0 <. ' t)dar— 3< I§ ƒ*(+)d+z — c§ = 
k=0 
= lÍ [/(+) — 3 >dye(r)] du < lÑ [/( +) — đa là chư 


' : k=0 
—= |. — Ø„||Š < (IL/ = F||› bã lF —ønlls)” < dzŠ, 


Vì : > 0 là tuỳ ý nên [“_ ƒˆ(+)d#= 5ˆ gcạ. 
"Trường hợp ngược lại, i.e., hệ {z„} đây đủ dẫn đến (2.7), thì 
phần chứng minh (với lí luận đơn giản) được dành cho bạn đọc.  m 


Kết hợp tiêu chuẩn trên với định lí Fejér, ta có định lí sau 


Định lí 2.8 (Parseval). Hệ (rực chuẩn 


| COS# SII COS1+P SII HP \ 


uới hèm ƒ € L”[—m.r] uà ƒ ~ '%* + 3 37-1(a„€osw + 


là đây đủ, te., 
bạ sìn na) như định nghĩa trong mục 2.1 thì 


Đẳng thức trên được gọt là đẳng thức Parseudl. 


CHÚNG MINH. Cho ƒ là hàm số bất kì liên tục trên [—z. z] và cho 
trước : > 0, khi đó ƒ bị chặn bởi A/ > 0. Đặt 


Š = mìn{£2/32A1/7, r} Đo D 
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Đặt ø là hàm số liên tục trên [—z, x] sao cho ø bằng ƒ/ trên đoạn 

[—m + ä.~ — ð|, g(—~) = ø(®) = 2|/(-*) † ƒ(m)] và ø tuyến tính trên 

. hai đoạn [|—m,—z + ở] và [m — ð. |. Suy ra ø cũng bị chặn bởi Af và 

Lƒ - g|< 3A1. Ngoài ra, ta xem như ¿ tuân hoàn chu kì 2z và liên tục 

trên iR, ¡.e., ø thoả giả thiết của định lí Fejér, nên ta có một đa thức 
lượng giác (tổng Fejér - Césaro của ø) ơ„ thoá 


sp |g(r) = Øu(*)| < =/(8x)!/, 
œ€ |[—,T| 


và dĩ nhiên ơ„ có dạng tổ hợp tuyến tính của hữu hạn các hàm trong 
họ trực chuẩn đang xét. Vậy 


lLý - øulla < |lƒ - ølls + l# - Ø„ |2 


Ẹ ..« „„/&) = g(x)|Ÿ4+) : 


tức là tiêu chuẩn (2.7) thoả, do đó họ trực chuẩn đang xét là đây 
đủ. . 


Định lí 2.9. Chuỗi Fourier cúa hàm J € L2|—m.] sẽ hội tụ trung 
bình uê ƒ theo nghĩa 


"TT lì 2 
lim ị [fœ) — (5 + 3 (dụ cos #4 + bự, sin kz) | (0 


1i—*% 
Li EU k=l 


CHỨNG MINH. Ta có 


" 


[ |/) — 5 + 5 (w cos 4*+‡-bụ, sỈH kz))| lái 
*= ll /?()d+ — [8 L- 2 „(0i + Đ)|. 


dẫn đến điều phải chứng minh, do đẳng thức Parseval. . 
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2.7. CHUÔI FOURIER DƯỚI DẠNG PHỨC, ĐẲNG THỨC 
PARSEVAL 


Chuỗi Fourier có thể được định nghĩa dưới dạng phức khá tiện 
lợi theo phương pháp dưới đây. 
Cho Ƒc L*[—z, z|, như đã biết ở mục trước, hệ {(2m)72e~?#nez, 
là một hệ trực chuẩn đây đủ trong không gian Lˆ[—z. |. Đặt 


/ 


—12m+? 
- thùr l 


l & 
Œ — v?a lï (th n€ Z2. (2.16) 


" “Š củ ‹ c. : 
Ta nói chuỗi » W"c> là chuỗi Fourier của ƒ ứng với hệ trực chuẩn 
"G2 T. 
sC' A“&: W |meZ}. 
và mối quan hệ này được kí hiệu bởi 


2i11⁄P 


: 
l8) mở "nIỆ— - 2.17 
a ) 3 Cn V2z ( ) 
Nếu giới hạn sau đây tôn tại 
ca 
Jủu )» TRU ” 


thì ta nói chuỗi Fourier của ƒ ứng với hệ trực chuẩn {(2“)””c!"*}sez 
là hội tụ và giá trị hội tụ cũng được kí hiệu là Ð ”,,.., cu: 

Trong trường hợp chuỗi Fourier của ƒ (ứng với hệ trực chuẩn đã 
cho) hội tụ, ta có thể viết chuỗi đó dưới dạng sau 


“ân | : ụ in(x—3'“)J N 
› Cn—— = ) n_ ƒƑ(xr)c + 
n7.“ z7 neZ = HE 
l (Ẻ . ! : t Na / 
=— Ƒ(8ˆ) cosn(œ — +)da 
27 › J—T 
"€C”. 
F rẽ Ề / : X lu 
+7 ƒ(#)sinn(+ — 8) 


=1 


Scanned by CamScanner 
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œ 


TT TT 
= j ƒ(+z')da#' + : J ƒ(ä) cos n(z — +)da” 
2T J—. m 1 J~—m 


"n= 


do Ñ ƒ(2)cosn(r — 3) dáˆ là hàm chắn theo biến n, đồng thời 


f(2)ginn(+ — +7)” là hàm lẻ theo », từ đó suy ra 


l c Œtụ 1 = = / ! _ v Kj dạt 
› 4®. — 8> †-—- › ƒ(+ )(cos Ha COS nụ -† 5H11? SH H41 )( I 
n€¿2 37 : ú ¡| ?” Đố 


~ 


(tt . 
r T ) (+, cos Hà + Địạy SII n.r) 


n=| 


trong đó 


Ị - ! / L¿ 
(tạ —= Ê ƒ(#) cos nữ chư 
T —TT 


1 rẻ ! . !, /, 
bạ = — ƒ(œ) smi nắt dứt 
1 jJ-—m 


Điều này có nghĩa là chuỗi Fourier của ƒ ứng với hệ trực chuẩn 


{ (2n) 71/3) 


n2 
trùng với chuỗi Fourier định nghĩa ở mục 2.1. 
Nếu ƒ e L*|—z.z| thì ta có đẳng thức Parseval sau đây 
3 |eu|f = lim 3%. le&@ÌÌ= lÍ L/(.:)|ˆd+ _(2.18) 
n€¡› — —n|k|<n úp 
hay 
|I((:„)»—: 3..ÌÌ2 = lL/ l|› 


Vậy ta có thể xem phép biến đổi Fourier biến ƒ thành dãy 


(„)„-¡2.. định nghĩa ở (2.16) là một phép đẳng cự từ L”|—z. z] vào 
(. 
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9.8. CHUÔI FOURIER CỦA HÀM TRONG L”(~z.z) 
Xét hàm ƒ€L'(—m.m), 1 < p< œ. Ta có thể thác triển ƒ thành 
hàm tuần hoàn chu kì 2r bởi công thức ƒ(z) = ƒ(z + kế: Khi đó, ta 


định nghĩa chuỗi Fourier của hàm ƒ là chuỗi Œn 
ƒ N ea— T 


n2 


như trong 
mục 2.7, trong đó: 


] " Ty 
Cụ = rìctthqty vì "ứt rP, 1n : 
c. 4£ - ==| 1 dư, Va€TR,. n€ 2 


Định nghĩa. Hàm ƒ xác định trên (ø.b) được gọi là thuộc lớp 
hàm Lip,„(¿. b), với a là một số dương, có nghĩa là:. 


3Œ >0,V+,f € (œ.b).|ƒ(+)T— ƒ(P| < Cl+ — t|P: 


Hàm ƒ gọi là Lip, từng khúc trên (¿,b) nếu tôn tại hữu hạn 
các khoảng con (œ;.b;) mà phần hợp là (¿.b) sao cho ƒ thuộc lớp 
Lipa (đ¡, Ùj). 

Bổ đề 2.1. Với N là số nguyên dương, 9 € l tuỳ ý, ta có 
: -iwo „ Ì _jyg — SIH(N0) 

° h2” tandØ)) 
k=—(N—]) " = 


Ngoòi rd, uớt a € Ñ, Ía có 


Như lạ) 
1 Hài ) ng SN. 
2m J„_„ tan(50) 


CHỨNG MINH. Ta có 


N-—I 
1 cxiN0 c0 + ¡Nø — Ì "..vì 
L) e = -(Ícos⁄NØ + 1s N08 
s. 4 _2 3 O8 ršm N0) 


(N—1) 
=- 1 
+ = (coskØ — ¿sinkØ) + s(c0s Ø — isin N0) 
k=—(N~]) , 
N-¬I N-I M-¬I 
= cos0 + )» cos kÕ +- _ cos(—k) -— ¡ » sin(&0) 
k=l k=l k=l 
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46 
N—I 
—i )» sin(—ÈØ) + cos WØ 
k=l 
CN) s— sin s(2N — 1) + cos N9 
" sin 3Ø 
sin VøØ 


=1+2 À ` cos(kØ) + cos NÓ = 
L4 — tan s0 


k=l 
sin ÝØ cos s0 —sin s0 cos Ì 


sIn s0 


Từ những biến đổi ở trên, ta suy ra 
N-I 
0= [ ( lệ bề )- igN|hệkR[NG JMUSE 
" 


* SÌN vi 


| 
an 3 P 


27 Ja~n 


Định lí 9.10. Cho ƒ xác định trên (—x.z), ƒ Lip, từng khúc trên 
(—x.z) uà ƒ thác triển tuần hoàn trên R uới chu bì 2m. Gid sử 


h—01 


vx€lR,ƒf(œ)= lim -gl7( + h) + ƒứz — h)] 


Cho c„ xác định như ở phần trên. Khi đó, ta có 
N-I 1 
lim XE : ve. + » -TNuud SCNE ø 1= V2zƒ(z) Vze. 
k=—(N—L) 
CHÚNG MINH. Đặt 
Ị N=l 1 
£w(ƒ,+) = |ge-me + »` cục 8h + gaNK r — V2mƒ(+) 
k=-(N-—I) 

N—I “`... 

=0 „ CC : ']m 


Do bổ đề trên, ta có 
"ạt 7T 1Ñ(x—t) : 
: ló 
J ĐỈ—s— + » 
ke=—(N<1} 


Ex(J,+) = Xe. lR 
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1 Tông N(œ — t . sin M{(œ — f 
= ={J_ j0 /ø)” Ea) 


nh tan ——— 5 — tan - 


..Ñ di G2 ECG hóc, Ni l = Jũ mm 


tần 


Thay ¿ bởi —¿ trong đẳng thức trên, ta được 


cxfa)€— L—- ƒf@+Ð9-2/0) + fœ—9) 


22a _- sin(£)dt. 


t † 
an = 
2 


Do ƒ Lipa từng khúc trên (~r,m) và ƒ(+) = lim 3[/Œ+h) + 
ậạ—Ũ “ 
ƒ(r— h)| nên 


3C > 0,V# €R,|ƒ(+ +) —2/() + ƒ(x — 8| < 3C. 


Ngoài ra, tan 2| ho I ' ,„ Vf € (—7, r) nên 


M.. ƒ 2| <4Clin—" 


tan 2 


Suy ra, với mọi z, hàm #' thuộc UÌ(—z,z). Áp dụng bổ để 
Riemann — Lesbesgue (xem chương 1), ta có 


£x(ƒ:#) = Ỉ F()sin(NÐ dt >0 khi ý ¬ ©, 


«⁄J —7T 


Kết thúc chứng minh. x 


Định lí 2.11. Cho ƒ., ƒ, lần lượt là hàm chẳn uà hàm lẻ thoả 
điều biện của định lí trên. Ta đặt 


‡) cosnitdt, n =0, 1, 2,.:. 


4 lR , 
(lạ —— —T—— Ƒs 
I v ( 
lu. eẽ 2(†) sinmtdt, n = 1, 3,. 
vận ñ #0) 
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Khi đó, ta có 


N-I 
== 1 
lim { 2m fe(+) = (seo +- › (1ị. COS ke) } —= 
N—¬>œ F.4 
k=l 


M-I 
gìn {V2m/2(2) — » bị sinRư } =0 


k=I 
Sự hội tụ này là đều theo + € R. 
CHỨNG MINH. Ta chứng minh định lí cho ƒ„ (đối với ƒ, ta chứng 


minh tương tự). Vì ƒ, là chẵn nên hệ số c¿ ứng với hàm ƒ. là 


= l 
-#.ứ )c “Pj = (f) cos ktd† = sứ: 


=. —m | V3. Ụ 


Œ: — C—k — 


Suy ra 


1 
= sứ + ˆ¿, COS Â' + 24A cos Ýự., 
k=l 


Mặt khác, theo bổ đề Riemann — Lesbesgue (chương 1) thì ø¿y — Ú 
khi W — œ, dẫn đến ¿x cos Vz — 0. Kết hợp với định lí vừa chứng 
minh ớ trên, ta suy ra điều phải chứng minh. _ 


CHỦ THÍCH. Ở đây, ta chỉ xét sự hội tụ của chuỗi Fourier trong 
trường hợp ƒ € L"(—z,z) và ƒ Lip, từng khúc trên (—z.z). Điều này 
thường gặp trong các ứng dụng thực tế. Thực ra, người ta chứng 
minh được sự hội tụ của chuỗi Fourier trong trường hợp ƒ € LP(—z. x) 
với các giả thiết về ƒ nhẹ hơn. 


Ta có bất đẳng thức Hausdorff — Young cho chuỗi Fourier 
Định lí 2.12 (Hausdorff —- Young). Cho 1 < p< 2 uò gọi q là số 


đốt ngẫu của j, .e., 1/q+-1/p = 1. Nếu ƒ e LP(—m.n) thì S) |c¿|# < 


k=—® 
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Uò 


( >7 I9) ” < (ax)2^M9|7Iy = (@x)/2-us{  @eltfaez}"” 


k=—-œo 


^~^ 


trong đó ƒ(k) = cụ. 


Bạn đọc có thể tham khảo phần chứng minh trong [E]. 
2.9. CHUÔI FOURIER KÉP 


| Trước hết, ta có định lí sau về cách xây dựng họ trực chuẩn đầy 
đủ cho trường hợp nhiều chiều từ các họ trực chuẩn của trường hợp 
một chiều. 


Định lí 2.13. Cho (2i) ;«& bờ (01); lần lượt là các họ trực 
chuẩn đây đủ trong L°(a, b) uà trong Lˆ(c, d). Khi đó, họ cúc hàm u¡_ 
xác định như sơu 

(¡k(S, È) = #¡(5)01() 
lập thành một họ trực chuẩn đây đủ trong L?(K), K = (a,b) x (c. d), 
i.e., Uới mỗi ƒ € L?(K), ta có đẳng thức Parseual sau đây 


| Irts,as = ` LÍ ƒ(s; †)¿¡k(s, t)dsdt ˆ 
W ¬ 


¿Lk=] 
Tổng chuỗi trên có thể lấy theo chỉ số ¡ trước, k sơu hay ngược lại. 
CHÚ THÍCH. Định lí trên liên quan đến vấn đề chuỗi số kép. Giả 
sử 3`,„a¡¿ là một chuỗi số chỉ số kép "không âm”, 1.e., a¿; > 0 Vi, k. 
Nếu ta đánh số lại các số hạng của chuỗi này theo thứ tự nào đó để 
được chuỗi chỉ số đơn, thì tổng chuỗi mới này không phụ thuộc thứ 
tự đánh số đã chọn. Ví dụ, ta có thể chọn tổng đó như sau 


®.e®) 
và kí hiệu là » øạ,. Thật ra, tổng đó chính là tích phân theo độ 
¡,k=0 `. 
đo đếm (counting measure, xem [Ra]) của một hàm số không âm với 


4+BĐTÍCH PHÂN 
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miền xác định là tập chỉ số kép đã cho. Độ đo đếm trên tập các chỉ 
số kép ¡+ cũng chính là tích hai độ đo đếm trên hai tập các chỉ số 
đơn ¡ và k. Vì vậy, các đẳng thức sau đây chính là hệ quả của định 
lí Eubini 


~=e ~ >> © Si) œ%. 
› Œịị: — › › (¡ị — ) › (71s 
¡,k=0 ¡=0 k=0 k=0 ¡=U 


hay viết cách khác là 


lim œ„ = lm lim tị. = in m tị}; - 
lịn mộ HH | HN Su 
A(WœW 72,  NuhNHổ 773, : 0<¡i<L 

ý. _ 0<k<h 0<k<R 


CHỨNG MINH. Dễ thấy rằng họ các hàm ă„„ là trực chuẩn trong 
L2(K). Với mỗi t cố định, do hệ (¿;) đây đủ nên 


b Oo ở 
k |/(s.9)|#ds = Ÿ `lu(ĐÏ. 
“ ¡=0 


trong đó ø;(f) = Jƒ(s. t)¿;(s)ds. Lấy tích phân theo ¿ hai vế và dùng 
định lí hội tụ đơn điệu, ta có 


h K : :d _= : > “dÌ : 
J6 f)|f dsdt — Ị {5Iut0I}ai = » Ị |ø()| “dt. 
h ¬ ¡=0 =0 4 


Dựa vào tính đây đủ của hệ (¿¿), ta thấy số hạng của chuỗi trong 
vế phải đẳng thức trên là 


d bạo sÌ : >~ ` 

2 : 2 

Ƒ Imt)Ö“ = 3 [ se  = 3 |, Fa.ÐeiG)6x(04s ` 

ở k=0 ””“ k=0 “® 

suy ra điều phải chứng minh. LÔ 
Bây giờ ta đ:nh nghĩa chuỗi Fourier kép cho một hàm ƒ € L3(Q), 

Q - [—z. | x [—z. r|, dưới dạng phức tương tự như trong mục 2.7 

0n +nụ) 


ƒ, U) ĐC ›» Na, 


mìnC 2? 
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t(mx+nU) 
trong đó (omn(œ U)= —=— | Vm, . € z} là họ trực chuẩn đầy đủ 


T 
trong L”(Q) do định lí vừa chứng minh trên, và 
li 
in ^ 5 l Ƒ(&.)c 'Un*† 9) du, Vm,n € Z. 
27m JQ 


Ta có định lí sau: 


Định lí 2.14. Cho ƒ là hàm xúc định trên R2 uò tuân hoàn theo 
từng biến uới chu bì 2m. Giả sử Ôˆƒ(+. u)/0xÐ0ụ tôn tại uà liên tục thì 


chuỗt Fourier của ƒ hột tụ đều uê ƒ, trong đó tổng riêng phân Sx 
thứ N của chuỗi được hiểu là 


t(ma+n)) 


€ 
SN — › Cmn 3 ˆ ' 


|im|.|m<w 


CHỨNG MINH.' Đặt 


1 . 
Cạn — . = )C —. +" 1d, 
2m. 


l r Ø/( U) —¡ 


v. 0000/17) lÝd 
^ = (tt. 
trnm 27 Q 0xÐÖụ Ụ 


Do ƒ tuần hoàn theo từng biến và ð°ƒ(+. /)/00 liên tục, thông 
qua tích phân từng phần ta có 


mu = Thh€mn  Vm,mn € Z\ {0}, 
2m0 = Tan =Ũ_ Vm.m € Z. 


Mặt khác, hệ 


© /(mr+n0) 


{em HỆ) =nnrTtĩyw 


II Ƒ(+. 9) 
Q 0+0 


| Vm.,n € z} 


là đầy đủ nên 


nhe = SP 


mn 
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1 S4 
Với N > A/ > 0 và để ý rằng |ưn| = T ta có đánh giá sau đây 


, 
T 


2 1 I2 
= | » —(*Tmnưmn) 
THT1 


|Sx — Sx| = | › Cịnnd Tmn 
AI<|mj|.ln|<.Ý Af<|m|.|n|l<W 
/9 


1 2 1/2 
1 2 
“.. m.. 


Af<|m|.|n|<: AMF<|ml.In|l<wW 


1 


suy ra tổng riêng phản Sx hội tụ đều về một hàm Ji. Nhưng do 
tính đây đủ của hệ các hàm ă„„„ (+. /) nên tông riêng phần $x hội tụ 
trong Lˆ(Q) về ƒ, dẫn tới ƒ = ƒi. - 


LA 


1/2 


Q.rÖU Af<|m|.In|<AN 


LA 


Trong trường hợp một chiều, nếu hàm ƒ € L”(—z. z) thì Carleson 
chứng minh rằng chuỗi Fourier của ƒ sẽ hội tụ hầu hết về ƒ, xem 
[Cl. Đây là một kết quả nổi tiếng. Ở trường hợp hai chiều thì kết 
quả không đơn giản vì có liên quan đến vấn đề hội tụ của chuỗi kép. 
Fefferman chứng minh được hai kết quả sau (xem [F]) 


Định lí 2.15. Nếu ƒ < Lˆ(Q), ta có 
(ra t1) 


` * cả 
J (.r. 1J) lìm › C6” 
À—% 27 


(rrr.n)c=XP 


uới hầu hết (r. ) trong (Q, trong đó 7 là một đa giác chứa điểm gốc 
trong mặt phẳng uà 


ÀP = {(As.A£) | V(s.!) €P}. 
Định lí 2.16. Tôn tại một hàm ƒ liên tục trên Q mà giới hạn sau 
củ(m£ t1) 


hỤ 3 dua 
AI,N—oc Guuï: 


2m 
|m|<ÄI 
|n|<.Ý 


không tôn tại ở bất cứ điểm (+, ụ) nào trong Q). 


Scanned by CamScanner 


2.10. VÍ DỰ ÁP DỤNG — BÀI TOÁN DÂY RUNG 53 
TT ———_—_______—————._D_DỐ_....Ỏ.......Ộ 


2.10. VÍ DỤ ÁP DỤNG - BÀI TOÁN DÂY RUNG 
Trong mục này, chúng ta khảo sát bài toán tìm nghiệm u của 
HN trình biểu diễn sự rung của một sợi dây có hai đầu mút cố 

in 
6u ÔØ2u 
DĐP ~ ø„T+(œ—1),0<z<1,£30 (2.19) 
thoả các điều kiện biên và điều kiện đầu như sau 

tứ(0,) =u(1,f)=0, >0 (2.20) 
tur(œ, 0) = ¿(z,0) =0, 0<z <1. (2.21) 


Bài toán này đã được chứng minh tính duy nhất nghiệm trong 
lí thuyết phương trình vật lí toán (phương trình đạo hàm riêng). Ở 
đây, chúng ta dùng công cụ chuỗi Fourier để giải nghiệm bài toán. 
Ta khai triển hàm ƒ(z,) = z(+ — 1) thành chuỗi sin 


© ` 
Ƒœ,0)= À `b.(0) sin TC, với Ì= ]. 


k= 


¬ 


Tích phân từng phần trong công thức hệ số Fourier b¿(£), ta có 


3- /#,. ¬~.-. ; 
0k(É) = TJ ƒ(z,. †) sin —-a = 2Í (x7 — +) sin kz+d+ 


0 nếu k = 2m 
= = xÈ , TỊRE=Tf2..4 
(2m—1)3xŠ nêu È = 2m — ] 
Ta sẽ tìm nghiệm bài toán dưới dạng 
keo À3: = 
tu(, †) = 2„e0) sin _T = 2.0 sin k7z (2.22) 


Thay một cách "hình thức” (2.22) vào (2.19) ta được 


À '[c,(f) + (k)Êe() ~ b„(f)]sinkzz = 0. 
k=l 
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TT ———_———>————~ 


Nhân hai vế của đẳng thức trên một cách hình thức với sin k7, 
rồi lấy tích phân theo +, ta được 


c(f) + (ka)2ck(f) — bạ(Ð =0, k= 1/2,- 

Mặc dù kết quả này được suy ra một cách hình thức”, nhưng 
sau khi giải được nghiệm + dưới dạng chuỗi hàm hội tụ đều (sẽ tiến 
hành dưới đây) thì các kết quả hình thức này sẽ đúng thực sự. 

Tiếp theo, ta thay b„ vào phương trình vi phân ở trên thì được 


c7 z() t (2mm) czm(f) = 0. (2.23) 


hà 
tôn ¡(P) Ki |(2m — 1)m|Êczuu-1 (f) † (2m = 1)3m3 = Ù. (2.24) 


Sử dụng các điều kiện đầu (2.21), ta có 


x 


¬~ 
À c(0) sinknw - Ú và À  c/.(0)sinkxar =ÚŨ. 
k= | 


" 
Tương tự trên, ta suy ra một cách hình thức 

c¿(0) = c(0) :Ấ0. ¿ =1 .... (2.25) 
Theo lí thuyết phương trình vi phân, ta có nghiệm duy nhất của 


(2.23) là 
P2n(f) = 0. m = 1.2,.4 


Và nghiệm tổng quát của (2.24) là 


cap 1(f) = an— Cos(3m — 1)Í + Yam~— sim 2m — 1) đế” b 
(2m — 1)?” 
Đối chiếu với điều kiện đầu (2.25), ta suy ra 
» 
Fhm~I = (TTTPRP Tamnl =Ú, 
Vậy 
8 <¬ L-cos(2m — 1)mt 


tiệm, F) .^- — ầm TIẾT. qiu(2m — ])7t (2.26) 


: Rö ràng hàm u được biểu diễn dưới dạng một chuỗi hàm hội tụ 
đều theo + và í, đồng thời là nghiệm của bài toán (2.19) — (2.21). 
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2.11 VÍ DỤ ÁP DỤNG - BÀI TOÁN DAO ĐỘNG TỰ DO CỦA 
DAY RUNG 
Bài toán xét trong mục trước là bài toán dao động cưỡng bức của 
dây với hai đầu mút cố định. Trong mục này, ta khảo sát bài toán 
dao động tự do với hai đầu mút cố định, tức là tìm nghiệm + của 
phương trình 


0?u 2 ĐỀu 


øn.”° mm 0<z<1,tf>U.ø¿a>0 (2.27) 
thoa các điều kiện biên và điều kiện đầu như sau 

uấP,.¡) tà ((1/) =0, 20, (2.28) 

(a0) = ƒ(t). (+0) = 0(2). (2.29) 


trong đó ƒ và ø là các hàm liên tục trên [0. I], triệt tiêu khi + = 0 và 
#'e l¿ 

Bài toán đã được chứng minh có nghiệm duy nhất. Ở đây, ta 
dùng công cụ chuỗi Fourier để tìm nghiệm. Trước hết, ta tìm nghiệm 
riêng u„ không đồng nhất 0 có dạng tách biến 


t,(£, 0) = 0U} lê (2.30) 
Thay dạng này vào (2.27), ta được 


ó.T” = a2¿".T 


Suy ra 
ằ@" 7 ` 
= -sm = ~À hãng sô 
() (L“ 
Vậy 
” = —Ào (2.đ1) 
T“~ =u AT (2.32) 


Để điều kiện biên được thoả thì 


ó(0) = ø(1) = 0. (2.33) 
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Lí thuyết phương trình vi phân cho thấy các giá trị À làm cho 
bài toán biên (2.31), (2.33) có nghiệm (gọi là các giá trị riêng của bài 
toán) phải là dương. Vậy ta có thể dùng kí hiệu A“ thay cho À. Khi 
đó (2.31) và (2.32) trở thành 


ó"+ A?¿=0 (2.34) 
TU LnPÀ?T =0 (2.35) 


Nghiệm của (2.34) có dạng là 
Ó = C\ cosÀ+ + ŒssinÀz, CC, C¿ là các hằng số. 

Để nghiệm không đồng nhất 0 thoả điều kiện biên (2.33) thì 
phải chọn Œ¡ = 0 và C¿ = 1, và khi đó các giá trị riêng là À„ = nz, 
m„ = 1,2,... Các nghiệm ở„ tương ứng là 

n(+)F su hnr), n = 1, 2,... 
và các nghiệm tương ứng của (2.35) có dạng 
Tạ = A„ø cos aÀn‡ + B„ su aÀ„t. 
Suy ra, nghiệm riêng (2.30) có dạng 
tra (%, Ê) = [Au cos(anrt) + Bạ sin(amzt) | Sin(nwr2) mœ =1, 2,... (2.36) 


Ta sẽ tìm nghiệm + dưới dạng chuỗi sau 


So 


» [An cos(anrt) + Bạ sin(anzf)] sin(nxa) (2.37) 


n=l 


Khi đó điều kiện đầu (2.29) trở thành 


tr(+, Ủ) = `» A„ sin(nrz) = ƒ(+), 
"n=] 


SO Ủ 
vj(e,0) = 3ˆ B,(anm)sin(umz) = ga), 


n=l 
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Bằng cách khai triển hàm ƒ và ø theo chuỗi sin thì ta được 


du = 2ƒ ƒ(+) sim(nmr+)d+ 
0 


2 n] 
n= nà Ề (+) sinmz)dta 


MHMHẪ=ls 5; ‹: 


Vậy nghiệm của bài toán cho bởi (2.37) với các hệ số A„ và Ö„ạ 
như trên. 


2.12. DAO ĐỘNG TỰ DO CỦA THANH 


Bài toán dao động tự do của một thanh gắn cố định một đầu được 
qui về bài toán tìm nghiệm + của phương trình 


SN ốm, 0<z<1,£>0,a>0 (2.38) 

thoả các điều kiện biên và điều kiện đầu như sau 
tiiÙ, £) = 5_(.!) = t>Ằ (2.39) 
u(œ, Ö) = đi n0) u,(À0) = gUế. (2.40) 


trong đó ƒ và ø là các hàm liên tục trên [0. 1], triệt tiêu khi + = U và 
=1; 

Trước hết, ta tìm nghiệm riêng +„ không đồng nhất 0 có dạng 
tách biến 


tiz(.1).<= 0#) 1l): 


Tương tự như mục trước, ta thu được các phương trình 


ở”+ À?¿ =0 (2.41) 
TA ad T=0 (2.42) 

với các điều kiện biên 
ó(0) = (1) =0. (2.43) 


Từ đó ta có họ nghiệm ø„, 7; là 


@„(#) = SỈn Àn4, 


: tì 1y 2 svà 
T„(t) = Á¿ cos @À„£ + Đụ sỉn ¿À„t 
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» + š 1 ` .ˆ^ .ˆ^ ` 

ứng với các giá trị riêng À„ = _ và họ nghiệm riêng là 
ổ, 1)mu† 2 l)maf1 . (2n + 1)m+r 
trạ(+. f) = L4, COS CC CC + B„ sìn UY" [án ch, 


Ta tìm nghiệm bài toán dưới dạng 


~ 


u(#.] = » Wul f.?) 


IS) 


và thoả các điều kiện đầu (2.40). Bằng cách khai triển ƒ, ¿ thành 


- | A, ` z ` ^ ^“ 
chuỗi Fourier theo hệ các hàm sin HT , từ đó ta tìm ra hệ sô 
lh /ƒ(r) ) sin CH2sJ ch ¡ Nế 
“ụ ° Ti & 2 /ể 11)ng ư ` " ÂU Hưướ 
J, sin da 
4 ø (2n + 1)z: 
= ——————— Tan _ vƒg: 
“ (2n + l)mu Í 08m 2 = 


2.13 VÍ DỤ ÁP DỰNG - DAO ĐỘNG CỦA MÀNG CHỮ NHẬT 
Bài toán dao động tự do của màng chữ nhật với biên cố định 
được đưa về bài toán tìm nghiệm + của phương trình 


;)° sư0” /)” 
L4 : “(5 L ¬-3) 0 < r < đa ẤN < bL@ ng () (2.44) 
Qt2 bu 0u” 


thoả các điều kiện biên và điều kiện đầu 
u{z.0) = u(+, 6) = ứ(0. ý) = u(d. ) = Ö (2.45) 
Ò 
Kiồi J.()) = g(+. ). u(+r. .U) = ƒ. u# (2.46) 
Trước hết ta tìm nghiệm riêng +, không đồng nhất Ú có dạng 
tách biến 
(+, 0.) = 0(r.).T0). (2.47) 
Khi đó phương trình (2.44) trở thành 


/)“@¿ _ Ö°¿ 
wWT” = 2Í? T 
l 0+ tq )ụˆ 0y) 
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Suy ra 


c2T 
Vậy 
7a 
0x2 0ụ2 + () — ) (2.48) 
T”+£/ À T =Ú. (2.49) 
Do điều kiện biên (2.45), ta có 
¿ = () trên biên. (2.50) 


Ta tìm nghiệm riêng của bài toán (2.48) — (2.50) dưới dạng 
Ó(+, ÿ) —Œ(+).U(0). (2.51) 
thì (2.48) trở thành 


¿”ụ + cụ” + À = (0) 


ha 
l ¬” ụt + X2¿ : ` Ẳ 
J“=-—— =-Ì =- hằng 
v Ụ 
Suy ra 
(/”+k?z=U0. ý “t¿ =0 với =Àˆ“— RỂ. 6 o2) 


Các phương trình này có nghiệm là 
(r) = C1 coskr + CaginRứ, - (0) = Ca coslu + C1 sin tự. 
Do điều kiện biên (2.50), ta được 
¿(0) = ¿(œ) = (0) = 0) = Ú, 


kéo theo 


\ 


C\ = €$ =0, Casinka = CÌ sin tb = 0. 


\ 
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Chọn Œạ = Ca = Ì và k= sa, ¡—= '“ thì ta sẽ có nghiệm riêng 


8; 


, PTHT ,. TT 
mn (2: U) =s5äIn Bài sI1 _p” 1m, T. € Ñ. 


Thay À = À„„ = V((mz/a)2 + (nx/b)2 vào phương trình (2.49), ta 
được nghiệm 


in lÈ) = mm cos(©À¿nnf) "t Bm sin(C€Àmnf)› 
từ đó, nghiệm riêng +„ có dạng 


_ TT „ TT 
lo =S thun, MU, ÝJ số [4ma coS(CÀ;mn†) + Bưnn `) sin n sin Tp: 


Ta tìm nghiệm bài toán dưới dạng 


œ 


ta tU§ ss”” LAN +) xữy Ê 


và thoả các điều kiện đầu (2.46), ¡.e., 


(+, , 0) ¬› hop sin — =#sin 9= = JẲP,H) 


Tn.,n=] 
3u 


TT. TT 
2t 1,0) = > ĐưmnCÀnmm Sỉn —— —zsin<‡ = g(,09). 


b 


m.n=]l 
Giả sử ƒ và ø được khai triển thành chuỗi Fourier kép theo hệ 
.„ 1T. Èn 
{su ——:† SÌ1 —1J | m1 € R} 
q b 


thì các hệ số 4„„„ và ,„„ được xác định như sau: 


dÃ gi „Ệ Ệ †(œ,g) sin ——ử 3u 


do uy Sẽ mẹ khi 
Mừ Tu ; 0(z, 0) sin 5 sin ^ ñ T wladụ. 
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2.14 BÀI TẬP 
1. Cho ƒ(z) = e*", —m < +z<z (a #0). Khai triển ƒ thành chuỗi Fourier. 


2. Cho ƒ(r) = cos(a+), —m < z< x(aeR\Z). Khai triển ƒ thành chuỗi 
Fourler. 

3. Cho ƒ(+) = sin(az), —m <z<x(acR\Z). Khai triển ƒ thành chuỗi 
Fourier. 


4. Chứng minh rằng 


I .Z & 1 . 1 
a)——=-+ =1"| | 
SI1z£ ra z. ) Z — TT hà £ +7 
-. | 1 
b) cotz = —+ + lệ R Z}. 
z In z+mza1' E n UHÀ KHI CỊ 


n~] 
5s. Khai triển thành chuỗi Fourier các hàm sau 


cấ c§** 
i(%) = cosh(az) = Z +. - ïñãS% ST, 


†(z) = sinh(az) = ———— <©%%®< + < r. 


6. Cho ƒ(+) = sin(a+z), 0 < z <z. a€R\Z. Khai triển ƒ thành chuỗi cos. 
Xét trường hợp aœ € Z. 
0, —=#<#z<0 


. Khai triển ƒ thành chuỗi Fourier. 
aø, <#ø<7 


T1, Cho ƒ(#) = { 
 0<Sưsãn 


. Khai triển ƒ thành chuỗi Fourier — cos. 
Ũ. #Šz<=T 


1 tế — ` 0 < Hà < 2h . .a3 ` ^: 
2h . Khai triển ƒ thành chuỗi Fourier — cos. 
0. 2h <+<7 


. Khai triển ƒ thành chuỗi Fourier — sin. 


L | 
SIN ——. 0 ¬- : ¬ 
10. Cho ƒ(z) = ụ I . Khai triển ƒ thành chuỗi Fourier - sin. 
= Ị 
P; 
11. Cho ƒ(r) = 


12. Cho ƒ(.r) = leo “|, I> 0. Khai triển ƒ thành chuỗi Fourier. 
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13. Xét các chuỗi sau 
~ ` h 
CÓS 11.U + SN I1.F 


“ cost ` SỈ HP 
» vn m6] vn JN. vn 
a) Với giá trị nào của + thì các chuỗi trên hội tụ? 
b) Với giá trị nào của + thì tổng các chuỗi trên liên tục? 
e) Các chuỗi trên có phải là chuỗi Fourier của các hàm bình phương khả 
tích không? 


14. Xét các chuỗi sau 


~ œ : 

» I)" COS HP `. cos nz# + (—1)” si 1 
In m 

nọ lâu vn mà] 

se) œ 


b» SH H4 mm cos(2n +- 3).r 
" "+ 2 

mọ Ì nọ Ì : ` : 

Với giá trị nào của + thì các chuỗi trên hội tụ và tông các chuỗi trên liên 

tục? 


t4 


15. Với : c C, ta định nghĩa 


.d  -5 + `. -. 
SII S = XIN: Ti, 5" LÊ 4 COSz = Ì— 91T BỊ G 
Mê, ~ ~1 m2) ~ xo 
gìn. £ = z + Kiểu 5 + m +9 cosh c đÂI + m ị Bĩ ‡ F] +.*- 
Ta có 
cos(a + Ø) = cosq cos ở — sin œsÌn ¿7 JeC 
: - a(,ØĐ€ 
sin(qœ + Ø) = sim a cos đ + cos œsin /J 
Chứng minh 
cos(qa + 2đ) = cosa cosh jj — ¿sina sinh ở 
: : a,Jc€ 
sin(qa + ¿7) = sin œ cosh / + ¿ cos œ sinh ở 
16. Tìm tổng các chuỗi 
COSð£  COSO Elu"ng sind#+  sin5z 
A) COä.F - nI 5I sSII # TẠ Tện 
17. Tìm tống các chuỗi 
cos2.r — con: gin2p  sindr sim 
a)l— —— - ——— ~--' b) —— - —..— 
21 H 21 4 li 
18. Tìm tổng các chuỗi 
COBi' COS2 COSjd sgìn#  sin2#  sindr 
8)l†——--—†+— —::: B)———- — †+— kg 
lu, 2.3 3.4 12 2.3 hh 
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19. Tìm tổng các chuỗi 


COS2Z  CoSd COS H12: 
+ ' 


a) — ¬.= ... 
R) 8 +Í-]1) "2 — Ì k 
sin2œ  sind3z SỈH H¿r 
b) — +... -l)"——— 
3 8 * 6 TS T 
20. Tìm tổng các chuỗi 
2cos2m — 3cosdz „ 1. CÓS HP 
=.. —. vi ố7 
2] 8 mˆ— ] 
b) = 2t dSindz ..+(=1)" " tớ HP 
Bộ 8 n2 — ] 
21. Tìm tổng các chuỗi 
sì COS cos 24: # COS !:: 
1+ 2+k n+k 
b) SI1+ sìn 2. SII Hut 


-+ ——¬+...w #'. t5 
PT l7 là đái 
với k € Ñ* cho trước. 


22. Dùng đẳng thức Parseval, tính tổng các chuỗi sau 


S 1 Kóz 1 ` Xau ( - 1)" EÍ 
— ———— C —-~ 
sã » nÌ S) » (2n+ 1)! » là 
>> 1 œ 1 >> (- l ll LÍ 
— — Ö ————— 
“ 2 nề =) » (2n + 1)8 “y 
23. Dùng đẳng thức Parseval, tính các-tích phân sau 


. nh = ) L : 2 h- 
a) j In“(2sin 2)du b) | In” (2 cos s)dt c) | In” (tan s)dư 
0 2 . 
24. Cho hàm số ƒ liên tục và có đạo hàm liên tục đến cấp ba trên {0, z|. Biết 
rằng /(0) = ƒ(œ) =0 và ƒ“(0) = ƒ“(z) = 0. Chứng minh 
a) Chuỗi Fourier — sin của ƒ có thể lấy hai lần đạo hàm từng số hạng. 


© S) 
b) Chuỗi Ð ` ø?b„| hội tụ, với b„ là hệ số Fourier - sin của ƒ. 
m: Ì 


COB HP „ ĐI NV 


25. Cho ƒ(+) = S( D +(-]) ĩ ). Khai triển ƒ' thành chuỗi Fourier. 


H+ 


SIH HP : 
26. Cho ƒ(z) = 3.5 XI NH7 ST — 7T <¡ < T. 


nộ Ì 


Chứng minh ƒ khả vi và khai triển ƒ“ thành chuỗi Fourier. 


| 
| 
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m——-— TT ẻ ẻẽ Cố Cố 7 7 CC 


` 


` 97. Cho các hàm sau 
cœc 


„+ : 
a) ƒ(+) = » s..ốag <>z<7, 


n”++ 
n=] 
b) ƒ(+) = ca rSinnz <#<7. 
“(90 + 1 


Chứng minh các hàm trên khả vi và khai triển các đạo hàm của chúng 
thành chuỗi Fourlier. 


28. Bằng cách chấp nhận định lí sau: 


œ 


"Cho chuỗi > bạ> sản nư. Nếu Jim nb„ = h uà chuỗi - : + ?: (nbạ —h) cOS tt 


n=1 n=l 
là chuỗi Fourier của hàm ọ € LÌ nào đó thì chuỗi s” b„ sinnz là chuỗi 
ỹ 1h ¬- l ` 
Fourter của hàm ƒ(%) = l ¿(f)dt + _ 0< z<~ 0è hội tụ uê hàm ƒ 
này, đồng thời ƒ'(+) = ¿(a 9) tại mọi điểm liên tục của `" 


COS !1U 


Hãy tìm tổng của chuỗi b2 


n2—1” 


29. Chứng minh 


30. Với —7 < z < 7m, chứng vẺnH 


: 2 SỈn 4 2sin2+z  3sinäa 
a) sin w# = — cos?nz+ ——— — 5a Ta as— -) 
TT l—m2¿4 22—m3  323—m2 
5 mCOS#Đ mcos2z mcosi 
:Oi 0S 2 SỐ: 
b) cosmmz = Š sinme(— 1) NI l 
7 2m, l+m^ 34+ m2 32 +2 
cosh # 2 ( 1 I"NCOSZ— 1ìCcOS22 — tmcosäa 
sinh # 2m 1+m2 22+m3 32+m3 : ) 


31. Với 0< z < 2z, chứng minh 


7 Sinh(T — #)d sinzt  2sin2z  3sin3dz 
2 sinhdữ7m l1+a? 22+a23 32+32 
32. Cho 
Nuàc Bị (sn sin 3u: . sin5mr + { . sin2r  sind3z 
#)=—= TT  eằ ——--- — [sina+: — — +]. 
m= 3 g2 Thu 2.7 ~g ) 
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2.14. BÀI TẬP 


—ỄẼ£ẽFƑỄ_Ễ— — —_—__ 


a) Chứng minh ƒ liên tục với mọi z € (0,7) và ƒ(x~) =1. 


b) Chứng minh ƒ“ có bước nhảy là Ải tại 5 
T 
33. Chứng minh 
L0 COS2#  cosdz  cos6z 
{7T — #) = — — | — ——— —— 
li à-: HE Thế. 


+ -) 0 <xz<r. 


uy ra 
œ 3 = 7Ÿ 
ai 6© @O 1 12 —Í me =jJ' 59 
34. Chứng minh 
.-K= đc = =_ )  . 
1 2 R l 
Suy ra 
2. COS#  COS2Z  COS3Z 
a) z3 = 12| 1l — nã 5ã “.) —1<x~<1 
b) z(x? — z2) = I2“ — “TS + Jớ = cà) =T7S0sm 
35. Chứng minh 
Sinz CC 2x 3sin3+z 4sindr 
mm peneee csonn 1.3 2.4 35 ) 
VỚI — < + < 7. Từ đó suy ra: 
".Ề=- To ( 2# cosd£ cosdz 
W0 2 1.43 2.4 3.5 ) 


với —Z < + < 1. 


36. _ +z3}~ (2+zs)*(s*rs)-(m 


1 1 — T8 
mự Tag "g27 T6 
lÌ 1 1 
12.22.32 7 22,32.42 b 32.42.52 
COSZ _ COSỞZ _ COSOđ 
TTj- 32 52 


37. Chứng minh ——- 


38. Chứng minh +:..= 


mạ 4 
- 39. Chú lấy bà dứ D22 
Chứng minh z nNP ( 


$-BĐTÍCH PHÂN 


1 1 3m22 
138 T88)” 
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CHƯƠNG 3 


BIẾN ĐỔI FOURIER 


ø sát vấn đề biểu diễn một hàm tuần 
ao động điều hoà. Trong chương này, 
uân hoàn như là hợp 
tương tự như chuỗi 


Trong chương 2, ta đã khả 
hoàn thành tổng vô hạn các d 
ta sẽ xét vấn để biểu diễn một hàm không t 
của của các dao động điều hoà nhờ vào công cụ 
Fourier là tích phân Fourier. 


3.1 TÍCH PHÂN FOURIER 
Xét hàm ƒ € L!(R), ta đặt 


(ŒÀ —= ' L TẾ) COS ÀtI (3.1) 


bà — 


L ƒ(P smÀf (3.2) 


Ta cho ƒ liên kết với tích phân sau đây, gọ! là tích phân Fourier 


ƒ(w) ~ Ị (da cos À+ + ĐẠ sin À)đÀ (3.3) 
U 


Ta thấy các công thức (3.1) —- (3.3) tương tự như chuỗi Fourier 
cúa một hàm thuộc L!{—z. z]. Ta có định lí sau đây về sự hội tụ của 
tích phân FourIer. 


Định lí 3.1. Cho ƒ € LÌ(E), thoá điều hiện Diichlei trên mọi 
bhoáng mở hữu hạn. Giả sử ƒ(x*) uà Ƒ(r~) tôn tại, thì ta có 


= ¬" `. TT 
ị (aA cos À# + Đụ gìn Àr)đA = si/(”) E/(œ—)]. (3.4) 
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3.1. TÍCH PHÂN FOURIER 67 


mm... .à.....ẬậẬậAậẬ)]|).2. 


trong đó tích phân uế trái được hiểu là 


sợ 
lạ ƒ (0A coS À#' + bà sin Àz:)dA. 


LG 10, 


CHỦ THÍCH. Kí hiệu ị trong vế trái (3.4) mang ý nghĩa của sự 
hội tụ như trong phát biểu định lí, tương tự như sự hội tụ của chuỗi 
Fourier. Nó không mang ý nghĩa tích phân thông thường (tích phân 
Lesbesgue.. Nhưng để thuận tiện khi không có nhầm lẫn, ta vẫn 
viết là 

0 


CHỮNG MINH. Chọn số dương ¿ > + bất kì. Ta xét dãy hàm 
(ø„)»=i.2... được xác định theo công thức 


Øu(À) š J ƒ()cosÀ(† — +)dt. 


1 


Do ƒ € L'(R) nên dãy hàm này hội tụ đều. Hơn nữa chúng liên 
tục nên hàm ø định bởi 


" ®O© 
g(À) = Ỉ Ƒ(†) cos À(f — +)dt = lim q@{^) 


là) 


là liên tục (đẳng thức thứ hai là do định lí hội tụ bị chặn của 
Lesbesgue). Tóm lại tích phân 


: 'g sở 
Ỉ (À)dA = Ỉ đlA Ì Ƒ() cosÀ(f — a)dt. 
/() 0 lí 


tôn tại với mọi 4. 
Sau đây ta sẽ chứng minh 
“q j®.S) 
lim Ỉ đA Ỉ ƒ(Ð CO8 A( — +œ)d1 = Ũ (3.5) 
/0 /a 


(J—+©O 


Thật vậy, do định lí Fubini, ta có 


"“đ "ee œ q 
Ỉ đÀ Ỉ ƒ(Œ) cos À(f — +)d† = j đdft Ƒ ƒ(f) cosÀA(f — +)dA 
⁄/0 Jđa Ji Ñ) 
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CHƯƠNG 3. BIẾN ĐỔI FOUR IEp 


...........Ồ 
'© gindg(f HP, 
=J Ñ°. Mã (3.6) 


l@.S) 
“.Ă..... FẦU TH Lạ tên tại Do đó với mọi : > ( 


q 


cho trước, ta tìm được số 4 > a sao _. 


_ %1 ging(f— #) 
lJ 1 . —— #) dị < / l0” |# 
"% 
< Ị J/Đl „ c4 


—jJa t=# 


(3.7) 


2® 


Ngoài ra, do ƒ thoả điều kiện Dirichlet trên (œ —= z..4 — +) và 
0 — # > , áp dụng (1.1) của bổ đề (1.2), ta có 


c4 Sỉ si): xÁTz sẵi 
lìm Ị ;(\ UẾE - 2, = lim Ỉ ƒ(u + z) du =0, 


q—x, ‡ — dœ g—Gœ% „ u 


—1: 


suy ra có thể chọn được @ > 0 sao cho 


l /( “1. —Đla|< 


Từ (8.7) và ( ,„ ta có 


T ƒ = —-. 
( 


Kết hợp điều này với (3.6) sẽ suy ra (3.5). 
Tiếp theo, ta có 


‹g sát "ạ »( 
IUÌNG nên, [ 70A0 =20A 
/() Jự 


= | Tu rư và g Tưng _ 


' si" 
: lN Ƒ(u + r)— — cổng, 
0 u 


Cho 4 — % trong đẳng thức trên, từ (1.9) của bổ đề (1.2), ta có 


Bm Ƒ dA | J(E) cos À(† — +) dt = -ƒ tà, (3.9) 


khi ø > Q. (3.8) 


5n 


&œ@ hố 
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——————-—_BSBỐỒỐỐp CC 


Cộng theo vế (3.5) và (3.9), ta thu được kết quả sau 
bị ky T 
lim ị đA Ỉ Ƒ(f) cosÀ(† = r)dH = —ƒ(t `). 
q99 J0 địt 2 


Hoàn toàn tương tự với quá trình trên, ta cũng có kết quả 


„“ TÌ ⁄A Ƒ 7l ) cos À(† — r)dH —f(w”}. 
Ụ 2 


Từ hai kết quả này, ta đi đến kết luận sau cùng cần chứng minh 


l ] " j®* 
-ŒœT*)+ (+ ~)|= - lim I rA[ ƒ() cosÀ(f — xr)dI 
2 7T ((ÀC© /qo 
=— ti LỆ ⁄A Ƒ )(cos Af cos À¿r ‡ sin Àf sim Arr)d1 


= : (đA €os Àr<t bạ sim Àr)đA. 
J0 


3.2_ BIẾN ĐỔI FOURIER 
Xét hàm ƒ/ € r!(R). Vì Ị ƒ(1) coä À(f — +)d† là hàm chăn theo À 


nên ta có 


Ƒ(z) = = đlA Ñ ƒ(f) cos À(† — +)dH 


nếu ƒ thoả giả thiết của định lí 3.1 và giả thiết liên tục tại +. 


Tương tự hàm À ——: Ị (1) sinÀ(f — r)df là lẻ theo ÀA nên 


¬A LIÊN N, f)sin À(f — +r)df = 0. 


CHỦ THÍCH. Kí hiệu ' Ƒ JA " trong các biểu thức trên là tích phân 
=..“ 
: 


hiếu theo nghĩa "giá trị chính", nghĩa là "„" Í dÀ.” 


=q 
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E CHƯƠNG 3. BIẾN ĐỔI FOUny 


=5. SG Nộ TU ¡ ÀUN ộ )3QJUïNGG. `, 


J(ứ) — c IÑ ([A l ƒ(P)[cos A — z) — ¿sinAÀ(f — +)|H 


| .^ _u , L¿ mm) 
„Í dÀ Ị 0) 204i (8.10) 


[LÔ ?⁄ ww 1 L ¡AI 
— —— tÀT | _—— t)c (HH TA. 
=J Si ¬- ) 


Công thức (3.10) cho ta một khái niệm về phép biến đổi Fourier, 
Định nghĩa. Cho ƒ c /'(R), hàm ƒ định bởi 


x 7° 


1^)z .. 


được gọi là biến đổi Fourier của ƒ. 


0c Xa (3.11) 


CHỦ THÍCH. Biến đổi Fourier ƒ(A) của ƒ đóng vai trò tương tự như 
là dãy các hệ số Fourier cA —= Ị 8 Qing =Ú; Ì¿ 2:›.. thứ đã 


trình bày trong chương 2. 
Định lí 3.2. Giá sử ƒ € L) (Ñ), thì f C€ C1 ớt C', là hông gian 


các hàm số liên tục tiến dẫn uê 0 tại Uô cực. Hơn nữa 


Ifl¬ < = li. (8.12) 
vần 


CHÚNG MINH. Bất Ko thức lo, suy trực tiếp từ định nghĩa ụ 
khi f„ — f thì |ƒŒ„) )~7t 3Ñ |/(r) ))| 2u, BS .. mụ Ly 


Hàm dưới dấu tích phân ở the bị chặn bởi 3|ƒ(.:)| và hội tụ từnẽ 
điểm tới 0 khi ø — %. Vì vậy ƒ(„) — ƒ(1) do định lí hội tụ bị chặn 
Tóm lại ƒ liên tục. 

Với một hàm số + —: h(r), ta kí hiệu h„ là hàm số + => hỆt—= a} 
Vì .2“ - —l nên 


V2zƒ/(1) —— Ị ƒ(rìc TH PT N) du _ ị fz„„(œ)e tt Tự, 


»x. 
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3.2. BIẾN ĐỐI FOURIER 71 


kéo theo 


2V2z|ƒ( t)|= IP_U - f#zuúa r)]e~ "du 


< J/= lnh | là 


suy ra / tiến đến 0 khi  — +, do bổ đề sẽ được phát biểu sau định 
lí này. m 


Bổ đề 3.1. Cho hàm ƒ xác định trên lR uà uới mỗi J € l3, đặt ƒ, 
là tịnh tiến của ƒ định bởi 


(+) = ƒ(>r-—u) VrecfR. 

Nếu ƒ € L'"(), 1 <p< thì ánh xạ 

Ụ —> ƒụ 
từ R uào LP(R) là liền tục đều. 

CHỨNG MINH. Cho trước = > (0. Như đã biết, C,() trù mật trong 
LÌ(R) nên ta tìm được hàm ø liên tục trên i4 và kriệt tiêu bên ngoài 
một đoạn bị chặn |—41. .1| sao cho 

l|ƒ — øÌÌ, <‡ 
Tính liên tục đều của „ cho ta một số ä € (0. -1) thoả 


lg(s) — ø)| < (3) Vs.f €CIR.|s— f| < ở. 


vì vậy dẫn đến ||. — ||, < £: 
Lưu ý rằng bằng cách đổi biến, ta có ||h||, = ||ha ||, với h € LP(R). 
Vậy 


|ƒa - #|l; = |L.ƒ- = 9sÏ||„ bở ||. — @ÌÌ, †: lữ — ĐA 
= |Í(ƒ — ø)slÌp + |0 — Øll; + l(ø — #)i|,< 3£ Vs,†,|s— t| < ð. 


Kết thúc chứng minh. = 


_ CHÚ THÍCH. Có thế dùng bổ để Riemann - Lesbesgue ở chương 1 
để chứng minh định lí trên. 
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Theo định lí (3.1) ở mục trước, nếu / thoả tạ nfp M Dirichlet 
trên mọi khoảng mở hữu hạn và ƒ liên tục tại + 


l ƒ”èệ 
fm)= =J ,⁄è 


trong đó tích phân được hiểu theo nghĩa giá trị chính, sẻ tích phân 
trong (3.11) là tích phân thông thường (Lesbesgue). +6 NA thức 
(3.13) vẫn đúng theo nghĩa tích phân Lesbesgue thì ta có định lí sau 


cÌÀ7dÀ, (3.18) 


Định lí 3.3. Giá sử ƒ e L!(R) oà ƒ 6 L'(R). Đặi 


\ | R  , (3.1 
g(#) = —= ƒ(A)c ““dA (3.14) 
ø{ V 27m J—~ 
(tích phân trên được hiếu theo nghĩa Lesbesgue). Khi đó 

(œ) c€ C„ uới Cạ là không gian các hàm số liên tục trên ® uà 
tiến dần uê 0 tại Uuô cực. 

(b) g(+) = ƒ(+) hầu hết trên R. 


Phần chứng minh (a) được suy ra từ bổ đề (3.1). Phân chứng 
minh (b) cần nhiều kết quả trung gian khá rườm rà, ta bỏ qua chỉ 
tiết. Chúng ta có thể tìm chứng minh trong [R›], chương 9. 

Công thức (3.14) dẫn đến khái niệm biến đổi Fourier ngược. 

: ` : LỒ ƒ[“* _,«xv. `. 

Định nghĩa. Hàm + —- “= F(Ac “MA được gọi là biến đổi 

“ ¬ + Ẳ xí kí BẮ 
Fourier ngược của của #'. Tích phân (theo nghĩa Lesbesgue) ở trên là 
xác định nếu Ƒ`€ L!(R). 


Sau đây, ta xét biến đổi Fourier có dạng khác đôi chút. Trước 


hết, xét hàm ƒ € F!() với ƒ chăn. Giả sử giả thiết đỉnh lí 3.1 được 
thoả và / liên tục tại z. Khi đó ta có | 


l œ ˆS:› 
ƑE)== | COS | ƒ(H cos Mái MA 
JU 
1, ƒ* .< 
† = / SIH "NI /() cos Adt MA 


2. /* ˆ 
= ;j NI! ƒW) co Ai MA, 


¬ 
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32. BIẾN ĐỔI FOURIER 


Sẽ TT. 
Công thức trên dẫn đến khái niệm về phép biến đổi Fourier—cosin 


_ _ ^ ] . 
của hàm thuộc L (R*). Cho ƒ c L'(R*), ta định nghĩa phép biến đổi 
Fourler — cosin của hàm ƒ là hàm 


2® 
#A@)= cÍ ƒ(r) cos Àrda., (3.15) 
‹Ñ U 


Vậy pha ƒ thoả điều kiện Dirichlet trên mọi khoảng hữu hạn 
(a.b) C R” và ƒ liên tục tại + thì theo định lí 3.1 ta có 


l VI tàu 
ÄL+) = VŠ Ị F(AÄ) cos ÀrdA. (3.16) 
L0 


(tích phân ở trên được hiểu như trong định lí (3.1), ngoại trừ trường 
hợp ` € L!(IR†)), 


Tương tự, ta có định nghĩa biến đổi Fourier — sin của hàm 


ƒ€ L!(RT?) là hàm 
2 @ 
ỏ(À) = xÍ ƒ(+) simÀzdr. (3.17) 
T J0 
Khi đó, nếu ƒ thoả giả thiết như đã nói trên thì 
J3 /* 
KẾ. () 


Sau đây là vài ví dụ. 


Ví dụ 3.1. Cho /(+) =©Ð“*"!, a >0. Tìm F. 


: 
Í- 


xe 
Ỉ ca Ì(eos A# — 2sin Ar)dr 


= 
lo) 
¬ 


) 


‹ 
2 


Ỉ cal*Ì eos Ard# = — : e~°l*lđ gìn Àz 
J0 À V3“ dụ 
% g© € 
| +a Ị “Mu sin Axdr| 
0 /U 
s° 
—) Ỉ C€  “Ứecos Xt 
À 2o 
Ờ + lo Ẳ© 
q 2 > `. 
— — '. l‹ “(0g A| +a Ị có” c08 Arde.| 
À+Ý 0 Jụ 


8 


xịm—m xiI— 


2 
2 
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74 


Suy ra 


| 
Ví dụ 3.2. Cho /(x)- 42. r9 
) 


thì biến đổi Fourier - cosin của / là 


bế / Í 
- Ị cós Àtrkt V 
J0 ° 


Do ƒ thoá giả thiết định lí (3.1) nên từ (3.16) ta có 


| + 
/ 


j2(À)G V 


| ¿| 
LỊ Bỏ| 
cổ 
lx 
| — 


đỦÀ — 


ƒ(+) 


⁄ 


Ị` sin À@ COsÀ£r 
Ụ 


Đặc biệt khi chọn ø¿ -—- 1 và thay + - 


SH HINH Ä 
/À —= 


TC Mi 


với tích phân Íƒj` được hiểu là lim,... Í[„. 


2| >Ì 


Ví dụ 3.3. Cho ƒ(r) - © °“,a >Ú, thì 


Á | "<< 5 
Ƒ(A) “.. Ị Suxll-ui 2,7 


Hàm dưới dâu tích phân là hàm giải tích, kl ông có điể 
trong các phản hữu hạn cúa mặt phăng phức. Từ dịnh lí Caue 
phân khóng đôi khi ta lấy dọc theo đường thăng + ! 2 với / Ì 


m kì đỊ 
hy, tích 
à hằn§ 


số. Vậy 


| tt 


WÀt => 
/ƒ(A) V2m.J_x 


ca | tU)”Q “IA(r+iU) (Ty 
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| a“À¡ vo —naw“=0ar(2a+A) 
——r”Ÿ TU GÀ ca 44/2/02 
27m <ửo 


Với ụ —- —A/2a thì 


^ | Xz "ỌŒ : | 2, 
J(ÀA)= § Thập" Ỉ À9” duy ve o-g 9 J 10, 
V27 Ti, V22 


trong đó ta dùng công thức ị cc^* đr = Vm/a. Đặc biệt, khi a : 
thì ƒ và ƒ có dạng giống nhau, 
ƒ(.r) ( ) kg ÉP „2 ƒ(A) ( ) ) 
3.3. CÁC TÍNH CHẤT CỦA BIẾN ĐỔI FOURIER 
TÍNH CHẤT †1. Với r > 0, đặt ƒ,(r) = /(+). Ta có 
l~ À 
ƒ.(A) Ï -ä 
4 
CHỨNG MINH. 
= ] "^^ 
f(A) =— Ỉ ƒ(r+r)c "da 
V37 J —%c 
^ ` l cao À 
= —=| ƒ(f)t AI ch NMLj(—) 
"V37 J L 
—] 
TÍNH CHẤT 2. Với  € 5, đặt f,(tr): /ƒ(+ PL). T: có 
f„(A) = c“(A): 
CHỨNG MINH. 
/„(A) . J - Ƒ(r 1 )t lÀt 
| — : LÀ(I 1) LÀU £ 
=— Ƒ(f\e7?2U~MÁI = e*# HA). 
V27. - % 
L] 
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TÍNH cHẤT 3. Cho ƒ € L!(8) thoả supDƒ C [—a.ø|. Ta có ƒ là hàm 
giải tích trên Œ. 


CHỮNG MINH. 


70) = J. L, ƒ()c dư, 


SuY ra ƒ phái giải tích trên £. _ 


đọ hội tụ trong ”!(8). Khi đó, dãy 
1 5) 


hội 4£ đều trên Ä 


CHỨNG MINH. 


m Ị '.., M 
raLA ” _ À T0) f,(.r)|.|t INN 
|[/;„(À) JnÀ)| SG = Si 
_ “Z lft; Ga S_ Ôn r)|d¿r — () 
V2m J_& 
khi im. n — oc. j4 
TÍNH CHẤT 5. Cho ƒ c L!(8). Ta có £ liên tục, bị chặn và ƒ\ (ÀA) 0U 
khi |À| — . 


CHỨNG MINH. Ta có ƒ bị chặn do 


Iƒ(A)|< Lƒ(r)|d+. 


~ 


Trường hợp ƒ là hàm đặc trưng của la. bÌ thì 


: | "b : | ( —LÀu =Ý -FÀb 
ÏA)=—= | ca: 
~ñ Ja 


và là hàm liên tục tiến về 0 khi |A| + < 


Nếu ƒ là hàm bậc thang thì ƒ là tổ hợp tuyến tính của các hàm 


đặc trưng. Từ đó, do tính tuyến tính của phép biến đổi Fourier, ta 
cũng có ƒ liên tục và tiến về không khi |À| ¬ œ. 
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Sau cùng, nếu ƒ € L!(R), do tập hợp các hàn, bậc thang trù mật 
trong L (Ñ), ta tìm được dãy các hàm bậc thang „ )u—=i.2... hội tụ 


trong L'(Ñ) về ƒ. Sử dụng tính chất (4), dãy (ƒ„)„-¡ hội tự đều về 
ƒ trên ïR, suy ra ƒ liên tục và tiến về không khi |A| — œ. " 


TÍNH CHẤT 6. Cho ƒ c 7!(I§) thoả tính chất ƒƑ€L'(R) và ƒ liên tục 
tuyệt đối trên mọi khoảng hữu hạn. Khi đó 


()^ =/AÊ£ 


CHỨNG MINH. Vì ƒ liên tục tuyệt đối trên mọi khoảng hữu hạn nên 


r) = ƒ(U) + Ì /0)at. 
„/() 


Hơn nữa, ƒ/ˆ € L!(§) nên vế phải của đẳng thức trên có giới hạn 
khi + — +. Ngoài ra giới hạn đó phải bằng 0 vì ƒ e L!(R). 


Vậy 
/)ˆ0)= = ` Ƒ'(+)e"?ˆ*da = sẽ đ'ˆˆ`*4¿/(-) 
MỜ WM Ơn Jug _ M> = 
= l SE TÀm ý...) ta h Lý đều -1XÊ de - “ˆ 
= [ Tứ) TvA ƒtxịc dư, =/A/(2!. 


TÍNH CHẤT 7. Nếu ƒ có đạo hàm bậc càng cao trong " &) thì ƒ hội 
¬"--. l1) 
tụ về 0 càng nhanh khi |À| — %, là vì [f(A)l = KH 2| 


Điều này dễ thấy nhờ vào tính chất (6). 


TÍNH cHẤT 8. Cho ƒ € L!(E). Nếu ƒ” tồn tại và ƒ” € L'(R) thì 
ƒ€ L'(®). 


CHÚỨNG MINH. ƒ bị chặn do tính chất (5), và -EEn về 0 nhanh hơn 
I/A? khi |A| —› <, do tính chất (7). Từ đó, ƒ€ L!(R). " 
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"—————--—————ỄẺD D00“, 


TÍNH CHẤT 9. Cho ƒ € /!(R) và thoả 7.ƒ € L'(R), ƒ là ánh xạ động 
nhất dạ 3 ø, (do thói quen, người ta hay viết + /(+r) thay cho ï./), Khi 
đó ƒ khả vi và 


T(À) = = (=¿I.ƒ)^(A) (cũng có thể viết là (—/z f^“(A)} 
(z 
“°\ MINH. 
2Š lu Ì = ị * +†(ar\e— 2# đạp, 
¬ (=1 d+) "TÚ? su cha 


__ CHÚ THÍCH. Tính chất (9) cho ta thấy nếu ƒ giảm càng nhanh thì 
ƒ càng trơn. 


TÍNH CHẤT 10. Với ƒ.ø¿ € L!(R), nhắc lại tích chập của ƒ và ¿ như 
sau 


CO HN  m... 
và ƒx*øc L!(R). Khi đó, ta có 
(ƒ *g)Ê = 2xƒ.8. 


CHỨNG MINH. Theo định lí FEubini thì 


Lư +*g)(œ)e?À*du = IR (Ƒ. ø(t)ƒ(~ t)dt)c”'*dự 


Ƒƒ t)c Pu) c MAI 


| 
8 

— 

— 
8 


TÍNH CHẤT 11. Gọi 5 là tập hợp các hàm khả vi vô hạn và giảm 
nhanh, I.e., ƒ €C”X và 


— Vp,ạ€Ñ,34A/ >0,V+, J#Pƒ#)(»)| < ÀJ. 


Khi đó ƒ € 8. 
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CHỨNG MINH. Cho p.4€ Ñ bất kì, tạ có 


+ "!2Ƒ9)(2)| < A7 nào đó, 
suy ra 
#Pƒ(„ c ẠI 
| )s 
Bất đăng thức trên cho thấy ¿ 
thì ƒ cS. 


Tiếp theo, ƒ“' €L'(R) với mọi 4 € Ñl nên áp dụng tính chất (7), 
ta có j giảm nhanh hơn 1/|A|† khi |A| —- %, với mọi ¿€ Fl. Do đó 


ƒ) e L!(R). Theo tính chất (9) 


|A"/ƒ(A)| < AI. 
Hơn nữa, theo tính chất (9) và (6) thì 


(¡A)9(0)0) = (¡A)J*{(—i#"f@)J/ 
- (—?#\ ñAY Ất, PƑ(r) lÌ A = NGI(zP/))(x)] ˆ. 


ta suy ra /€ S vì |(+#/)1(+)| < AT và (a?ƒ)9) e E!(R). " 


CHÚ THÍCH. Tính chất (11) cho thấy phép biến đổi Fourier là ánh 
xạ từ S vào 8. Người ta cùng chứng minh được đây là một song ánh. 


3.4 BIẾN ĐỔI FOURIER TRONG LP(R), &œø@# < 2 


Ta xét hàm ƒ/ c L!(E) là hàm chắn lí định nghĩa trong ví 
Í — À 

dụ 3.1, thì /(A) “ m = 

Trong mục này, ta xét khá ko: mở rộng định nghĩa biến đổi Fourier 

cho hàm ƒ e /?(E), I<p<3. Đặc biệt, khi p = 2 thì ta có kết quả 

rất quan trọng, đó là biến " Fourier bảo toàn cấu trúc không gian 

L*(R). 


, là một hàm không nằm trong L!(§), 


Định lí 3.4 (Plancherel - 1910). Với mọi ƒ € L?(R), N > 0, ta 


đặt ' 
l ' \ —IÀt T., 
Fx/HA)= c Ƒ, J6)c hức 


Khi đó 
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() Fy{Ƒ} hội tụ trong L?(R) đến một hàm F{ƒ} khi N _. 
Hơn nữa : 


IFUMB= Ƒ”IPƯHlla = Ƒ_ G4 = lý 


% 


(b) Nếu Ƒ e L?(R)n L'(R) thì F{ƒ} = fh. h. trên R. 


h 
(e) Đặt öx(r) Ị F{/}O(IC TAY. thì öx hột tụ trong L®(R) đế 
Xụp J~ÄÑ 
Ƒhhï N{£*s%. 
(đ) Toán tử F` là một đẳng cấu từ L?(E) nào LỶL5). 
CHỪNG MINH. Với mọi ƒ¡. ƒ› € 8 (xem lại tính chất 11 của biến độ, 


Fourier), ta có ƒ,./fy¿€ SC L!(8). Suy ra từ định lí 3.3 và định |ị 
Fubini rằng 


si? © ¬« | ^> - lW 
| neiBDie= [` (Ƒ  Ã0cA) in 
XảN- để /2Tm \J_~ 
=—- ñ A(j †a(r)£C 'Ardr)dA 


/ @iÌ Ñ © s . ¬ 


lÑ ÑA) 206A 


2 | 


trong đó dấu gạch ngang có nghĩa là liên hiệp phức. Suy ra 
|øll› - llull: Ywe€ S. (3.18) 


trong đó |.||¿ là chuẩn trong L”(3). 

Với ƒ € L2(E) triệt tiêu bên ngoài một đoạn bị chặn (=ø.a|, thì ƒ 
cùng thuộc L!(E). Ta có Cˆ*(—u.a) trù mật trong L”(—a.a), do đó có 
một dãy hàm (/,„) chứa trong C®(—a.a) hội tụ về ƒ trong „ q:8)› 
dẫn đến hội tụ trong L!(—a. a) bởi bất đẳng thức Holder 


II -= TH sua s v2al||f: = j St ¬-a;#* 


Ta có thể xem như ƒ,„ € S nếu nới rộng miền xác định của 7, lên 
toàn 8 với /„ triệt tiêu bên ngoài (—a.ø). Như vậy ƒ,„ hội tụ về. 
trong L“(8) và L!(E). Từ tính chất 4 của biến đổi Fourier, ta có 


Av _ 
ẩn ch Ỷ đều trên 8. (3.20 
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3.4. BIẾN ĐỔI FOURIER TRONG LP(R),1 < P< 2 81 
———— Ẩn 


Theo (3.19) thì 


lứa — ?mlÌs = lữ — la: 


do đó (ƒ.) là dãy Cauchy trong F?(R), sẽ hội tụ trong r?(R) về một 
hàm . Định lí Fischer-Riesz và (3.20) cho 

ƒ =g € L2(R), nã 

/lls = Ilølla = ¡im |LPnill› = ]im | /5ll› = l/lls: 


đúng cho hàm ƒ bất kì trong L?(R) và triệt tiêu bên ngoài một đoạn 
bị chặn. 


Tiếp theo, xét ƒ c L?() tuỳ ý. Đặt 


ƒ(# “bếu —- N <z< N, 
ƒA(3) = ) ` Để = 
Ụ nêu |z| > N. 


Ta có ni ƒx — l|a = 0. Ngoài ra ƒy e L!(R) nên 
—>Oo© 


~„...1 /% N 
xÙ) = L. ƒx(œ)e"”*#đự = Fy{ƒ)(). 
Theo (3.21) thì 
|Fx{7}I|; = |l/x||› = lIZull;; (3.22) 
và 
ÍFx{7} - Fx{71Ì= |Lƒx m fA||, = Ưu — ƒN||;; (3.23) 


suy ra (»x{/ƒ}) là dãy Cauchy trong L”(R), sẽ hội tụ về một hàm 
F†|ƒ] trong L2(R). Vậy 


IFUII; = Jm ||fx{/NỊ, = Ji ||Zx|l; = la 


V 


nghĩa là ta chứng minh xong (a). 
_ Xét trường hợp ƒ c *(R)nL!(R). Do ƒx hội tụ về ƒ trong L!(R) 
hên ƒ„ (chính là Fx„{/}) hội tụ đều về ƒ bởi tính chất 4 của biến 


©BĐTÍCH PHẬN 
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đổi Fourier. Mặt khác, Fx{ƒ} cũng hội tụ trong L”(R) về FỤ/). Vậy 
ƒ = F{ƒ}h. h. trên IR, nghĩa là ta chứng minh được (b). 

Phần chứng minh (c) thì hoàn toàn tương tự như kĩ thuật chứng 
minh (a). Từ các kết quả đã chứng minh ở trên, dễ dàng suy ra toán 
tử Ƒ là tuyến tính liên tục và là đơn ánh từ L?(R) vào LẺ(R). Riêng 
phần chứng minh tính chất toàn ánh của ứ, bạn đọc có thể xem 
trong [R;]. 


Kết quả (e) trong định lí Plancherel cho hệ quả sau 
Hệ quả. Nếu ƒ c L?(R) oà ƒ € L!(R) thì 


“@a) ¬ _ IÑ ƒ()c®'ưA UớI h. h. +. 


NHẬN XÉT. Trong phần (b) của định lí Plancherel, ta thấy Ƒ{ƒ| 
trùng với ƒ trong trường hợp ƒ € L”(8) L'(E). Do vậy người ta cũng 
gọi F{ƒ} là biến đổi Fourier (hay Plancherel) của ƒ trên Lˆ(R) và 
vẫn sử dụng kí hiệu ƒ thay cho ƑF{/}. 

Định lí Plancherel cho phép khôi phục hàm ƒ € L”(R) khi biết 
F{/}. Trường hợp ƒ thuộc lớp L'(R) mà không thuộc L?(R) thì ta 
chỉ biết ƒ € C„ (xem lại bổ đề 3.1), do vậy không thể dùng công thức 
biến đổi Fourier ngược (định lí 3.3) để khôi phục /. Tuy nhiên, trong 
trường hợp đó, người ta chứng minh được (xem |K]) ƒ, — ƒ trong 


. L lẤ[\ 2 | 
l mờ — „) 6 —— _ „gi 2C: IV: › 
LI!(R) khi ø — œ, VỚI TA) =j«* - )fU\ đÀ. 

Ở chương trước ta có bất đẳng thức Hausdorff - Young cho chuỗi 
Fourier. Dưới đây là kết quả tương tự cho tích phân Fourier 


Định lí 3.5 (Hausdorff = Young). Cho ƒ € LI(R)n L?(R). Giủ 
sứ 1 < p< 2 uà q là sô đối ngâu của p, !.e., l/q + líp = |, thì 


ga t [TIfAlRal'"s{Ƒ ums}'” 


Với hàm / € J"(R), 1 < p< 3, chúng ta định nghĩa ƒ như là øiớ 
hạn trong L1(R) của dãy hàm 


" G 


À (an)1/2-1 | Ƒ(r)c "À*td„ 
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3.5. HÀM CARDINAL 


83 
TIINNNNEDNEEENEEEENNNNEEKKKXx.xm====mmm......:Aậ......... 
khi r: — . 


Lúc đó, phép biến đổi Fourier là tuyến tính liên tục từ /{R) vào 
L“(R). Nó không còn là song ánh và đẳng cự, xem [KỊ. 


35 _ HÀM CARDINAL 


Mục này khảo sát vấn để biểu diễn một hàm số mà biến đổi 
Fourier Cua HO có giá compact thành chuỗi Cardinal. Điều này cho 
phép khôi phục hàm số (với biến đổi F 


_s 0urler của nó có giá compact) 
theo giá trị của nó tại các điểm rời rac 


Trước hết, với j; >. Ú, mm € Z2, ta có hàm Sine thứ được định 
nghĩa như sau 


: sin|(œ — mh)/h] 


5(m. h)(a) = `. 
' T(% — mh)/h Lớn: 
trong đó ¡ được gọi là bước nhảy. 
Xét hàm ƒ € L*(R). Giả sử # - ƒ có giá compact 
SuppÐ ?° C |—m/h, x/h|. 
thì 
] "7T /h nà 
ƒ(x) =— / *(AIEh¿X j.25) 
Hà” i 


do công thức biến đổi Fourier ngược. 
Ta có từ kết quả của Carleson là (xem trang 52) 


›—ttimhÀ 


F(A) = `, Am —— 


mc€2 VỀ | 
trong đó 
b ll FQIc MA = hƒƑ(nh) 
ng TC | ` ` 
V2z. —1/h 
Suy ra 


h : —imhÀ ^” 
TG z Ƒ(mh)c"'"*^_ nâu |À| < m/h 
F(A) s_ (Bm 2weø Í ) | / (3.26) 
— |0 nếu |À| > x/h. 
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Thay (3.26) vào (3.25), ta được 


Tim) = = ll {h » f(mh)eŒ=”) NẠ 


ư—m/h m€2 
h n/h h) 
B>. ị ƒ(mh)e2Œ= 14A 
T mcz,J —/h 
11(œ—mh) _ 11(x—nh) 
= ƒ( mũ): ———nt h —e h } 
vn” Tưenn 
Tr(— œ8) 
SI1 ————^ˆ 
= › Ƒ(mh) ¬ Ƒ(mh).S(m. h)(1). 
(œ— =—— 
m€C42 m€2 


_ Lưu ý rằng chuỗi trong (3.26) hội tụ trong /?(/3) và cũng hội tụ 
hấu khắp nơi. 


Vậy ta đã chứng minh được định lí dưới đây. 
Định lí 3.6. Cho ƒ c L“(R). Giả sử biến đối Fourier của ƒ có giá 
COnDacÍ _ 
suDp ƒ C [—m/h,mx/h]¿  h> 0. 


Khi đó, ƒ biếu diễn thònh chuỗi Cardinal 


=. Ƒữnh).S(m. h)(+) 


m€2 


UỚI 
T(#'— nh 
sI1 = 


S(m, h)(+x) = —m _ 


CHÚ THÍCH. Trong định lí trên, ta thấy nếu biến đổi Fourier của 


hàm ƒ có giá compact thì ƒ hoàn toàn xác định bởi các giá trị của Ƒ 
tại các điểm lưới {¡n⁄h | in € 2}. 


3.6 VÍ DỤ ÁP DỤNG - PHƯƠNG TRÌNH NHIỆT 
Ví dụ. Xét phương trình truyền nhiệt sau 


ÔNG Ö*u : 1) 
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Ta sẽ tìm nghiệm của 


phương trình trên thoả điều kiện vẻ nhiệt 
độ ban đầu ¡ -() „ 


: (Vr.)) = ọ(r) (3.28) 
và thoả các điều kiện 
(1) u. 
cố định. 
(1) vT > (). 3o = LÌ (R). |u,(œ. !)| < 2(r). VỊ € (0. TỊ. V.r. 


Biến đổi Fourier vế trái của (3.27) như là một hàm theo biến r 


\xem í là tham số), dùng tính chất (ii) để có thể lấy đạo hàm dưới 
dấu tích phân, ta có 


u„. u„, liên tục, khả tích trên R theo biến z với mọi £ > U 


| bu 


Tương tự, sử dụng (¡) và tính chất (6) của phép biến đổi Fourlier, 
ta biển đổi Fourier vế phải cúa (3.27) như là hàm theo biến +, ta có 


lWz„[#»#1l (+A) ñ(A. 8đ VÀA./). 


Như vậy, việc biên đôi PFourier hai vẻ của (3.27) cho ta phương 
trình vi phân thường theo biến / (\ là tham số) như sau 


#„(À. f) A 0(A.Ð) (3.29) 


Điều kiện đầu của phương trình vi phân (3.29) có được bằng cách 
biến đổi Fourier hai vế của (3.28). Theo lí thuyết phương trình vi 
phân, ta được nghiệm của (3.29) là 


tr. f) = Œ À VÀ. Ê) 


Do ví dụ 3.3 ở trên, ta có 


-_À" 1 rˆ/Ð) ˆ 
CN _. ) 


sau đó sử dụng tính chất (10) của phép biến đổi Fourier, suy ra 


| câu BỊ ~ _— | ( I —ư"/ lí Ai 
AÀ. = N, .tpy(A. t) —= —= —=c( * LH 
t(À. Ê) : 0Í v2a y ) 
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Vậy 
1 


tỀr,f) = ——c ?” z uọ(: _= + 


3.7 CHUỖI FOURIER RỜI RẠC - BIẾN ĐỔI FOURIER RỜI 


-€/0 .tty(:r — €)dđ€. 


RẠC 
Cho hàm số +(n) xác định với n® € {0. 1...., Ý~ 1}. Ta định nghĩa 
chuỗi Fourier rời rạc của +(›) như sau 
Nail ¬¬ 
xu?- #(mjec HN te 7, (3.30) 
n"=tU) 
Ta đặt ` - 
W 2n” (3.31) 


Vì II” - J nên IT'*†Y = J†* Suy ra 


,V—I XV—Ì 
Xwứ E?zmAX}= y vẲ (0) 1 lê} HÁN DA ` Ø là = Xiệt, Win €CZ. 
n=() n==0 


(8.32) 
Vậy X tuần hoàn, xác định trên Z, chu kì N. 
Tiếp theo ta định nghĩa biến đổi Fourier rời rạc của +, đó là hàm 
.Y xác định trên {0. 1..... ÀŸ - 1} như sau 
N~I 
Xif= 3, rũ", te bày M1, §b.227 
n=( 
có nghĩa là biến đổi Fourier rời rạc của + là một chu kì của chuỗi 
Fourler rời rạc. 
Định lí 3.7. 7a có công thức nghịch đảo của biến đổi Fourtier rời 
rạc như sau 


#{m) => 3) X()H ”*" uứ =0, 1... W1, (3.34) 
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CHÚNG MINH. Ta có tính chất sau đây gọi là tính trực chuẩn 


N~I 
l x I1 nếu m là bội của W : 
và, W?m= 2800002440000 10 (3.35) 
"me: 0 nếu r không là bội của Ñ. 


Thật vậy, nếu ¡› # IV. VI € Z„ thì I” Z 1, do đó 


l LámẢ lR. (Wm)X 
= q"ẻm -..-.. 1x ^^ U. 
N »5 ý _I—WH m 


Nếu ›n =!A, với ! € Z nào đó, thì IV#” = Jƒ*!X = 1, suy ra 


h N-—I 
T XK WƑ#m = 1, 


k=U 


Ta viết lại (3.33) như sau 
V-—I 
(1) »....xv I cf), 1... Â—1. 
mịn) 


và ta thế vào vế phải của (3.34), dùng (3.35) để biến đối như sau (lưu 


ý thêm là U< 0 < Ý = 1) 


V-I ÀJ'J+Ð @l 
N F0 39,XPW “Ú ¿ 1 . Lá)? 4 
N 3. XA)H =N LG 

/=U = 

1 V-—I W—] 
— -* SzÐ”) Š ` wktr=s 
N 
r=U k=Ù 
I V_TI 
—-.. xk(n—H) SÉt Sử 
= y0) 2. H w{n). 
;=() 


Ví dụ 3.4. Cho z(›) - € (hằng số), =Ú, 1,... W — 1. Ta có biến 


đổi Fourier rời rạc của + như sau 


Ñ | V_I 
xẮI f xn 
XŒ)= S2z0)H” -CÀ II 


m3 „=0 
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TH ———đ5ŠềễẼễ£e<Ắ... ro nm.. . 


Ì)= W+A ` 
= »—_——.__-=j0) vớik=l, 1. yycac vV = Âu 
“1T WE — 
Với k—= 0, vì Wtn = 0 = 1 nên 
X(h)=CN. 


Tóm lại 


0 1<k<N-1, 
Xứ)=Ÿj ` 5 
CƠN, k=0. 


Ví dụ 3.5. Cho +(n) = CW-~?" với số nguyên p thoả 0 < p< N.T, 


có 
N—] Wï 
X(8)= z(n)W*" = Ø » WŒ-P" với k= 1, 2... N—]. 
n=0 — =0 


Tương tự ví dụ trên, ta suy ra 


: <Xk<NTz~I1, kzn, 
Xile 0 l<k<i 1, kưn 
CN, kŠ p. 

3.8 TÍNH CHẤT CỦA BIỂN ĐỔI FOURIER RỜI RẠC 

Kí hiệu X, Xị. X; lần lượt là biến đổi Fourier rời rạc của 
+, #ị, +2, (chúng là các hàm số xác định trên {U..... M- 1}). 

Với pcR, VN, ta định nghĩa phần dư của p theo modulo é là 
số thực không âm như sau 

PmodN =P +mÑ, với me 2, 0<p+mnmN<N—1, 


Ta có các tính chất sau đây của biến đổi Fourier rời rae mà phần 
chứng minh được suy ra từ định nghĩa và được xem như bài tập dành 
cho bạn đọc. Trong các tính chất sau đây, vế phải của kí hiệu "——” 
là biến đối Fourier của vế trái. 

TÍNH CHẤT Í. ¿2| † by —— (XI + bX›. 

TÍNH CHẤT 2. [ni C 2((0 — n0)moay)| — #0 v, 


TÍNH CHẤT 3. W[/ '““0 ——, |l'› X((k— P0 )modx)]: 
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TÍNH CHẤT 4. [n Pen WỆ(=f)moaw ]] + [k t> X((-ñ ]iodÑ )| 
TÍNH CHẤT 5. +” —— [h > X”((—)moaxy)] 


(Kí hiệu ø* là số phức liên hiệp của ø). 


TÍNH CHẤT 6. +¡ + +› —— XỊ.X›¿ 
Kí hiệu +¡ » +2 là phép chập vòng được định nghĩa như sau 


(f2) ()<= rị (H)  ra(n) = , mỊ(7)T2((„ = 2)modV):- 


TÍNH CHẤT 7. V1 (0)..X2(0) —> văI (k) x Xa). 
và đẳng thức này được 


N-—] N- 
TÍNH CHẤT 8. bš |z(»)|Ÿ = = N, X(#)|Ÿ 
l;=0 


n=() 


gọi là đẳng thức Parseval. 
TÍNH CHẤT 9. Giả sử +(›) CÍ.n=U....: V — 1, thì ta có các tính 
chất dưới đây 


XÍ{(—-E)mnaw) = bênh 
IeLX(#)| He | X{ —ÈÌmodW )|. 
Im[X(#)] = - lại —#)meax)|.LXŒ)€ IX(—E)imeax)l: 
arg[-V ( )] = arg| X[ h lo ›dÍ.V )|: 
Ê.; 


phần chẵn của + và Od(r) là phần lẻ của + 


Nếu Ev(z) là 
] | 
Ev(a(n)) = gIzU9) † +((—")moax)Ì: 


— t`” 


: -lz() — #((—")modx)Ì: 


Od(+)) =5 


thì ta có 
Ev(z) — ReLX) 
Od(+) —> jm(XÝ). 
R TRANSFORM) 


39 THUẬT TOÁN EFT (FAST FOURIE 
Việc tính toán biến đổi Fourier rời rạc có nhiều ứng dụng trong lí 
học, âm học... Tuy nhiên, 


thuyết thông tin, địa vật lí, y học, quan 
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nếu ta sử dụng định nghĩa (3.33) thì ta sẽ gặp một trở ngại |ạ Sỹ 

lượng phép tính cần thực hiện khá lớn. Thật vậy, với mỗi / đã tính 
NV-I 

(4) = »` w(0)1E*", thì cần tính Ä phép nhân phức và V - | phép 


n=() 


cộng phức. Vậy, để có biến đổi Fourier rời rạc Ý(#).k - 0.1... N~I 


thì cần tính N” phép nhân phức và V(.V - 1) phép cộng phức, Suy 
Fec -Ÿ càng lớn thì số phép tính cần thực hiện càng tăng lên rấy 
nhiều. 


Năm 1965, hai nhà toán học Cooley và Tukey đã tìm ra thuật 
toán tính nhanh biến đổi Fourier rời rạc. Từ đó, một số các thuật 
toán tính nhanh khác xuất hiện với tên gọi chung là FFT. Điểm 
giông nhau của các thuật toán này là đều dựa vào nguyên tắc phân 
lên dãy V số thành các biến đổi Fourier rời rạc với các dãy số bé 

ơn. 


Ở đây, chúng ta chỉ tìm hiểu một trong các thuật toán FFT. Tạ 
sẽ thấy số lượng các phép toán giảm đi một cách đáng kể. 
Thuật giải FFT chỉ áp dụng cho trường hợp 
XW.:c\W (3.36) 
Ta sẽ dùng các tính chất sau đây của II' 


IUẺ(N -m) -„ (II (3.37) 
1t" 1 “tmX) T11 )uó (3.38) 


trong đó, kí hiệu ”' là kí hiệu liên hợp phức (các tính chất trên được 
suy trực tiếp từ định nghĩa cúa II'). 


Vì V là chắn nên tổng trong (3.33) có thể tách thành hai tông 


=1 
Xứ) =3 +00)W”" = X) xn) H9" + S”r(jpprn 
¡n=ÙŨ 


chăn nÌe 


: (3.39) 
X/2-—I Ñ/Z=I 
— a(2m)(W 2)" + H* ` {9m L 1] 
mìa=0) m=() 
Để ý rằng 
W[ˆ = ©T22m/N _ ¿=2./(N/2) (3.40) 


Scanned by CamScanner 


30. THUẬT TOÁN FFT (FAST FOURIER TRANSFORM) 91 
—...ẻ.... >> 


do đó, nếu đặt X,(*) và X,(#) lần lượt là số hạng thứ nhất và thứ. 
hai trong vế phải của (3.39), ta thấy chúng là các biến đổi Fourier 
rời rạc của hai dãy điểm là 


{+(2m) |m -0,..., N/2— 1} và {r(2m + 1) | nự =ẽ «sa N/2- ]}. 
Vậy 
X(#) = X,(R) + H*Xu(#). (3.41) 


(trong đó các chỉ số ‹ và o của chữ XY là viết tắt của chữ even và odd). 


Ngoài ra, do tính tuần hoàn chu kì W/2, chỉ cần tính X.(#) và 
Xa(k) với Ý/2 <#È< N - 1,(hoặc với 0 < k < N/2- ]). 


Lặp lại việc tách tổng như trên, ta có 


V/2—I 
Xe) = ÀX) rÔm)(2)2" 
rm=() 
N/41—1 W/1—1 
= 3_ z(dp\(W'?+ÐW?t X «apð)(W", 
p=0Ù p=0 
N/2—I 


-Ä„(#) _ . „(3m L lì” 
1m=() 
.V/ J—I N/ I—Ị 


¬» r(lp+ 1000719 +1?) z(p+ 3)0V2)9, 
p>—( p=0 
có nghĩa là .V, và .V„ được phân tích thành tổng của hai phép biến 
đối Fourier rời rạc của V/1 điểm. 
Tiếp tục việc phân tích như thế cho đến khi ta được biến đổi 
Fourier rời rạc của 2 điểm. Khi đó, ta có 


?®=1, WŸ/2=W' =-1, 


Để minh hoa, ta xem hình 3.1 ứng với N = 3 - 8. Chú ý rằng 
trong hình vẽ đó có chứa các cặp phép toán như sau 


Xj(m =  X¡-i(p)+ WPX¿—-i(9) 


m (3.42) 
Xj@) = Xj l0 EW LẴX  g), 
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Hình 3.2: Hình cánh bướm. 
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và được biểu diễn bằng một hình cánh bướm, (hình 3.2). 

Vậy THUẾ giải EET được chia làm log„ W tâng, mỗi tâng có Ý/2 
cánh bướm như hình vẽ trên. Đối với mỗi cánh bướm, chỉ cân một 
phép nhân phức Ti hai phép cộng phức. Do đó, ta cần tổng cộng 
3 ÌOB; ụ phép nhân phức thay vì W? phép nhân phức và Ñ log¿ N 
phép cộn§ phức thay vì N(N - 1). Ta xem ví dụ sau để thấy rằng số 
phép toán giảm đi rất đáng kể, với N = 25 = 01, ta có: 


N : 2 
ca logạ N = 192, NM“ˆ = 4096. 


NlogyN = 384, N(N—1)= 1032. 


- Như vậy, số phép nhân phức giảm đi khoảng 20 lần và số phép 
cộng phức giảm đi khoảng 10 lần. 

Ngoài ra, một phép nhân phức tương đương với 4 phép nhân số 
thực, một phép cộng phức tương đương 2 phép cộng số thực. Trong 
máy tính, thời gian làm phép nhân lớn hơn rất nhiều so với thời 
gian làm phép cộng. 

Tóm lại, thuật giải FET tiết kiệm rất nhiều thời gian. 


310 BÀI TẬP 
1. Tìm biến đổi Fourier của các hàm sau 


`. ".. l, Úeœsã 
a) ƒ lẻ định bởi ƒ(z) = Ð xi 


bj:#tlc h ~ïÏl @#‹ l 


0. lr|>1 
#: =lj <©w£ i1 
x.. 2—.t, 1«ws£^2 
C) (+) = ¬- 2, _9 < quát -ả 
0. |z| > 2 
| 
+ + 1, =-ISzST~ẽ 
: 1 
đ)/) =¿h ` 5 
—ø + Ì j Kết 
(0. |z| > Ì 
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0 || > 
—c” l<r<0 

Ð ƒ(r) e"*, U<z<l] 
() |rị > 1 


8) ƒ chăn định bởi ƒ)=e£ ”,>Ù. 


2. Tìm biến đổi Fourier - sin và Fourier - cos của các hàm sau 


l là, SE d..s : 
l lạ 
a) ƒ(r) = C0. =. sẻ” lỡ ⁄Ẻ` 
“ 3 
| 5 < << | 
| () <  <q 
b) ƒ() _ ủ = í¡ 
2 
().  >( 


©€) /(r)=c *”,#>90. 


4. Giai phương trình tích phân 


x® 
h _“T‹ 
ị ƒ(r) cos (ardạy = l=a, 0 ¬.. | 
/( (). (> ] 
¬ẻ x 5 
` wWw. HT t 
từ đó tính Ỉ du. 
/J() LÍ Đa 
cosaa = 
4. Chứng minh Í ——Ìa = —c~" 
J0 d~ + 


5. Cho ƒ.u.hc L'(8). Giải phương trình tích phân sau với ẩn hàm ƒ 


- = 
ƒ(.r) 4j(4P)} ‡ Ị Ƒ(u)l(r tr)c Tu, 
» 
6. Tìm ƒ/< /'(3) thoa phương trình tích phân sau 


[` — (u) / | 
JS„(r-un?+a 3” yp  Ú<a<b, 
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nnxnnasaame..s.s.=. 


¡. Dùng bài tập 2c để tính TÑ 3 sÌN th 
Ũ 


POEE. th; 


8. Tìm ƒ€ L!(R) thoả phương trình tích phân 


| Ƒ() sin(f)dr = 


⁄/0 


© + 


9. Tìm biến đổi Fourier - sin và Fourier — cos của 
. l, Ú<z<1 
ƒ(+) = N 
Ñ @21 


Từ đó tính 


% ¿l1 -cos\2 '®% sinlj 
3) | (—— T]dx Chì Ị =“ủự 
/Ó s dụ rˆ 


10. Dùng đẳng thức Parseval, tính 


"Gc lư -^ ĐT 
a) Í “ b) | _— - 
ùn (“+1) Jạ („4T l)“ 


'% (œ eosz — gin.t)Ê T 
11. Chứng minh "¬—————jx;-Ää 
J0 " lỗ 


12. a) Tìm biến đổi Fourier - sin của hàm số ƒ(#) = c7", 3 > Ú, suy ra 


'99 ngina2 fL _p 
5 sủa = =c *”. 
J0 q= + 8: 2 


b) Tìm biến đổi Eourier - cos của hàm ƒ ở trên rồi suy ra 


® .cosaa tà: 8 
« 3) — %Ẳ., ` 
Jo a2+ 2Í 


13. Chứng minh 


: : nÍ 2 : 
2ạ¿? tr \ d ĐÓ — J4“ <Š#ứ« ở 
_— CÓS —) — ĐỐ COs ĐđlU = 

a 2? jạ ÚỦ›. #c B8 


1 J0 


14. Kí hiệu .1(#) là không gian tất cả các hàm + xác định trên 8 và là biến 
đối Eourier cúa một hàm / nào đó trong L!(IR). Trên :1(), ta định nghĩa 


chuẩn như sau: 


|| a› = ||/lli = |ÌÌi..›: 
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na... NJ. .ắna 
1ã. 
16. 


1 
18. 


19. 


20. 


CHƯƠNG 3. BIỂN ĐỔI FOUp 


Chứng minh 4(R) là đại số "con thực sự” của C.(R), không gian các hàm 
liên tục và triệt tiêu tại vô cực. 
Chứng minh .1(R) chứa tất cả các h 
compact trong ï. 

Cho ƒ c L'(R), liên tục tại z = 0 và ƒ($) 


àm hai lần khả vi liên tục và có gi, 


>0, Vé € R. Chứng mịnh 


ƒc L!(R) và ƒ(0) = = | ƒ(&)d£. 
d1 J—œo 


Hãy xây dựng hàm liên tục ƒ € L!(E) sao cho ƒc L!(R), ƒ(2mn) = § 

V› € Z,#(0) = 1 và ƒ(n) =0, Và € 2”. 

Tìm biến đổi Fourier rời rạc của : 
a) :c[n] = ð[n] b) z[n] = ô[n — nọ], <ng<N. 

a) Cho tín hiệu tuần hoàn Z{n] có chu kì chắn W thoả 


#[n] = —#|n + N/2]. 


Chứng minh biến đổi Fourier rời rạc X của # có tính chất X|&] = 0 với k 


chăn. : 
b) Chứng minh điều ngược lại cũng đúng, ¡.e., nếu X/#j = 0 với mọi É 


chăn thì ta có - 
#|n| = —z|n + N/3| (N chăn). 


Cho các tín hiệu sau đây 
#[n] 


x[n] 
ị h LỊ —“zằ‹ vữ 
z[n] N_—1 
| | : | „"h J,. ^^. 


N-—] 


a) Dãy nào có biến đổi Fourier rời rạc giá trị thực? 

b) Dãy nào có biến đổi Fourier rời rạc giá trị phức? 

e) Dãy nào có biến đổi Fourier rời rạc thoả X0] = 0? 

d) Dãy nào có biến đổi Fourier rời rạc thoả XÍk| = 0 với k = 9,1.6? 
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41 BIẾN ĐỔI LAPLACE 
Cho hàm số ƒ thoả các tính chất sau 
(¡) ƒ đo được trên (0, )} Ì. 
(¡) ƒ tăng không nhanh hơn một hàm mũ khi £ — œ, I.@., 


3a >0, 3Af >0,|ƒ()|< Mc°?, vt >0. 


Số œạ = infa, với tất cả a thoả đi), được gọi là chỉ số tăng của 
ƒ (có sách gọi là hoành độ khả tổng của ƒ). Lưu ý răng có thê (i1) 
không thoả với aạ. Hàm ƒ có các tính chất (¡) - (1) được gọi là hàm 
gốc. 

Định nghĩa. Cho / là hàm gốc với chỉ số tăng ao. Hàm phức 
biến phức #' định bởi 


Fí(p) = R eP!ƒ(t)dt, 


xác định trên miền Rep > au, được gọi là biến đổi Laplace của ƒ và 


kí hiệu là " = £(/). 


ười ta thường dùng phép biến đối Heaviside, 


Trong áp dụng, nø biến ƒ thành #Ƒ* định bởi 


só liên quan với phép biến đổi Laplace, 
F*{p) = pPU): 


EM ——==.<. `... `... ` F ° *ˆ ° 
, : lấn: ỉ ị đoạn loại một và số điểm 
| Trong ứng dụng, ta thay thế (i) băng điều kiện: / chỉ có điểm gián đoạn loại mộ 


iần đoạn này là hữu hạn trên mọi khoảng hữu hận (a,) của nửa trục ! > 0. 


*BĐTÍCH PHÁN 
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Ví dụ 4.1. Xét hàm số đơn vị Heaviside 


0 nếu<0Ð, 
SH lq nấưiệnH, 


s lÏ . 
/=9%..—. với Rep > Ũ. 
=0 ¡ 


3 
') 


= —p† l —pl 
Cá) — e dt = ——=e 
0 p 


Ví dụ 4.2. Biến đổi Laplace của hàm /(?) = c*“ như sau 


1 - 
c(a=P)t v” ._ Với Re(p— œ) >0. 
t=0 œ—J) 


F = —pL_ at ] 
(Ø) = ec lc°"'dtễ- ' .EP 
J0 — 


` 


Ví dụ 4.3. Biến đổi Laplace của hàm /() = f" là 


Fí(p) = = „—ptạn l† = ` dị “mà —pl 
(m) = e Tú nủu d(e=P) 
⁄/0 ` 


% 'W g ƒ* 
—n Ỉ tt Lọ] z— ị ¡te Phát 
(=0 J0 ÙD J0 
nmị 


EH:2A ng Rep > 0. 
r/M 


= =' te» 
lÚ 


Ví dụ 4.4. Tìm biến đổi Laplace của hàm ƒ(/) = /ˆ*,œ > -1,a€©. 


LẠ” ở u^ đu 
tp) = Ỉ g “tự = ị KP. 
J0 J0 DĐ 


Ta có 


Định lí 4.1. Cho ƒ là hàm gốc có chỉ số tăng là aụ. Khi đó biến 
đối Laplace P` của ƒ là hàm giải tích trong miền Rep > aụ. 


CHỨNG MINH. Đặt 1, là hàm định bởi 


P.iu])= | c—P'ƒ(t), 
/() 
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với Rep > ao; dãy (F,)„=¡ 2... hội tụ đều về ” trên miền Rep > eu + 22, 
với e > 0 bất kì. Thật vậy, với mọi p thuộc miền Rep > ao + 2z, ta có 


"®© "+ l 
J ceP)1| ƒ()|dt < AI | c—(Rep)/,[au+#)fjý 
n sJ† 


œ 
< M ©_ tt = ÄÍ —nẽ 


TỊ c 


LA 


IF›0) = #0)| 


¬ 


và bất đẳng thức trên không phụ thuộc vào p trong miễn Re > ao ‡ 2°; 
suy ra sự hội tụ đều trên miễn đó. 

Ngoài ra, với mỗi ø € N, Ƒ„ giải tích trên miền Re; > ao. Thật 
vậy, xét p cố định sao cho Rep > ao, sử dụng định lí hội tụ bị chặn 
của Lesbesgue, ta có 


: Fụ (p0 Ni h) 4 F(p) : nP cyổ "Nài Ï 
Fj(p) = lim —"Ếh TTEE THỦ — lm [ v)e tr —« 


h0 
“H” —ht ›H 
C “ễ' , —Dl 
= | t†Uìc "im —€—dt= -Í LƑ()c~PIH. 
i /\ ) h;—0 h† NẬI) 


Theo định lí của Weierstrass, xem Chương ], hàm #' cũng giải 


tích trên miền Rep > au. " 
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TÍNH cHẤT 1. Cho các hàm gốc ƒ, có các chỉ số tăng là a„, biến 
đối Laplace là F„, # = 1. 2..... ". Khi đó biến đổi Laplace của hàm 
c2 


tổ hợp tuyến tính ƒ của các hàm ƒ¡ 


/(0)= }fi(0). .c¡ là hằng số: 
k=l 

là hàm # định bởi 
F(p) = c F10): (4.1) 


với miền xác định Rep > max @: 


ghĩa và tính chất tuyến tính của 


CHỨNG MINH. Suy ra từ định n : 


tích phân, 
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Ví dụ 4.5. Trong mục trước, ta có 


£je“=——,_ Re(p-a) >0. 
p—q 


œ | 
Đẳng thức trên là viết tắt, viết chặt chẽ là £[f + e 1=p= — 
_= Ấy 
Nhưng nếu không nhầm lẫn, sau này ta sẽ viết dạng tắt cho thuận 
tiện. 
| Từ tính chất 1 và kết quả nói trên, ta sẽ tìm biến đổi Laplace 
cua các hàm thông dụng sau đây 


1 ¡ 1/_ 1 : 
( - Mi: —:0t ¬- s 
a) £[cos 3] —= £|s( +e Am TT p1 3) 


Vậy 


£lcos đc Rep > |Im1l. 


_ET- 


(b) Tương tự, ta có 


3 
£lsin đi] = 1 88 Rep > |Im.|. 
(c) £Z|cosh đi] = . +e”®- P * ” Rep > |Redl. 
: 8 
(d) £lsinh;: 8f| = £|s(« —=£ P“ĐJ —= ph g35 Rep > |Ređ|. 


TÍNH cHẤT 2. Cho hàm gốc ƒ có chỉ số tăng là ao, CLƒÌ = F và 
c > 0 là hằng số. Khi đó 


| 
€ịt  ƒ(cl)] =p— SE} Rep > cụ. (4.2) 


CHỨNG MINH. 


ZJ/(e0]= Ệ © 0M=, Í chứ Ƒ(u)du = CF(P), 


đ 
TíNH CHẤT 3. Cho £|ƒ()| = ), Rep > œạg. Đặt 
| 0 nếu † < T, 
f0 4, Mi (Ai 
#ữ-=r) nếut>+T. 
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Khi đó, 
C) =pr>c PTƑ(p). Rep > oạ. (4.3) 
CHỨNG MINH. 
£|[fƒ:Ì(p) = Ỉ e~?! ƒ;(t)dt = j e~P! Ƒ(t — r)dt 
⁄0 JT 


= ƒ(u)cPứ-†?Ìgụ — e—P" F(p). 
/() 


TÍNH CHẤT 4. Cho £(ƒ) - F, ƒ có chỉ số tăng là aạ, A là hằng số. 
Khi đó 
£|cƒ0)] = P —À). - Rep > au + ReA. (4.Á) 
CHỨNG MINH. 
6k£*ƒ7tfiÏ= Ỉ cÀ-?! F(ÂÂu: = riổ— 3. 
“0 
” 
Ví dụ 4.6. Từ tính chất 4 và các ví dụ trước, ta sẽ tìm biến đổi 
Laplace của vài hàm thông dụng sau đây: 


—À 
(e) clc* CÓOS 31 —= PP Ta Rep > |Im.}| + ReA. 


ỗ 
( £ịc> SII 31 = œ-AM?+#? Rep > |Im 3| + ReÀ. 


| 
(g) £|c "| = PT, Rep > ReA. 
DbT“ 


TÍNH cHất 5. Cho £(/) - F. Giả sử ƒ) tôn tại và là hàm gốc, 
ƒ“*!(*) tên tại, vk = T.n, thì ta có 


"(01 '( )†) ƒu ã (0?) 
E|7'9| = p" [P(p) - JU Đa Ú mưnện —Ẫ—|j: 4M 
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CHÚNG MINH. Sử dụng công thức tích phân từng phần, ta dễ kiểm 
chứng được (4.5) đúng với ø = 1. Giả sử quy nạp răng (4.5) đúng với 
mê 1.ÑN, khi đó 


ZI/**1= 9) 


"'f + "(T—1)(n+ 
zrawa. JIUU E03, 0105 
= p*|#[f'l(p) — TH pÑ 
và 
£|f'] = pF() - ƒ(0”): 
Suy ra 
Ẳ 6“, 6 /(01) /(01) ƒ 01) 
c[/0£ĐI SpX*I '"Nưnng ". "ni 
Theo nguyên lí quy nạp, ta có điều phải chứng minh. = 


Ví dụ 4.7. Tìm nghiệm của phương trình vi phân sau đây 


J” + 2! 3u = c- l 
(0) = (0) =0: 


Đặt 9 - Z|¿], lấy biến đổi Laplace hai vế của phương trình trên 
và sử dụng tính chất 5, ta có 


pˆY(p) + 2pYf(p) - 3Y(p) = 


p+1' 
suy ra 
l `..Z 
: ` L + =  'Ï—= =Í — ` “ấệ 
}p) 1(p + ]) S(p— ]) S(p + 3) | lạ NỈ : NỈ | 
Vậy 
nPÐP=cốc # Bị. d2 gi 
4 là) ầ 
TÍNH CHẤT 6. Cho £(ƒ/) - f, ƒ có chỉ số tăng là aạ. Ta có 
ØI(—!)"/0) F0'(p),„”œceÑ. Re? > ao. (4.6) 


Scanned by CamScanner 


v2 TÍNH CHẤT CỦA BIẾN ĐỔI LAPLACE 103 
CHÚNG MINH. Dễ thấy rằng hàm t  (—?)" ƒ(†) có cùng chỉ số tăng 
với ƒ. 1a ©0 :oo 
F')= [` e“(C0/(t), 
⁄0 


do đó 
£|(—t)ƒ(Đ] = Ff(p), Rep > eo. 
Bằng phép quy nạp, ta suy ra được (4.6). ø 
Ví dụ 4.8. 
.ÁT : j 8 2p8 
£ltsin 8 ~ £|(—t) sinf] =——-->—= =s 5 
[BH _0sin] =—a +0 (+8) 
và 
£{# sin 3t} = —£|(—#)tsin 21 d@ 2p6_ _ 6pP0- 22 
gin đf| = —€[(—t)tsin 2i = —— = SON 
đp(p`+/3)2  (p2+ 8°)? 


TÍNH cHẤT 7. Cho £(ƒ) = Ƒ và ƒ là liên tục. Khi đó, ánh xạ 
4 


tr» | ƒ(r)dr cũng là hàm gốc (nếu ƒ liên tục thì ánh xạ này là 


/() 
nguyên hàm của /) và 
"Í F\( 
c[ [ tra] = (4.7) 
p 


/0 


T 
CHÚNG MINH. Đặt ø(†) = | ƒ(r)dr, thì g liên tục, suy ra đo được. 


0 
Gọi ao là chỉ số tăng của ƒ, thì với mọi 0 < £ < 1, ta có 


Í t 
I [ƒ(r)ldr < MÍ c(Ao†£)T7 + 
0 0 


Í £ — « 
"“....... ` AM" ete° te)! 
œu +€ 


LA 


Iu(0)| 


Vậy ¿ là hàm gốc. Đặt G = £(0), thì 
F= £(†)ì = €() = pe(), 


§ ;À _T, : 
ty ra điều phải chứng minh. 
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104 
` ; 2 “Ứ) lạ hàm gốc. Khi đó 
TÍNH CHẤT 8. Giả sử £(ƒ) = Ƒ, và t r* —r— : : 
©S) ` 
c|“”'] = / F(u)du. (4.8) 
f h 
trong đó, ị = lim 1. 
dp Re:—œ /Jp 
ƒ0) £(). Theo tính chất 6 thì 


CHỨNG MINH. Đặt g(t) = KG GŒ= 
đọ) = £|(=)s0)] = =£Œ) = ~F: 


Vậy G là một nguyên hàm của —FƑ. Ngoài ra, ø là hàm gốc (giả 
sử chỉ số tăng của nó là ở) nên 


© Sử S%œ 
(Re: „(-Rez+Ø+])f 
le)I< Í c- (Rez)flu(f)|dt < MÍ Kí he di 


c(~Re:+3+l)t lo ÀM 
Hải: -Rez+/+ll:>xo Rez- đ3— 1' 


trong đó, Rez — ở— 1 > 0. Suy ra na C(zƑ—A). và 
"2C 
—GŒ(p) = ~G(p) + RÌnn G(z) = Ị (—Ft(u))du. 
* l 
sức là ta chứng minh được (4.8). 


Ví dụ 4.9. 


sinf†  ƒ* du 
|] = -ax " arctan2. 


6(8i) = mini -§ — arctan p}. 
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TíNH CHẤT 9. Giả sử £(ƒ) = Ƒ, £(g) = G, ƒ và g lần lượt là các 
hàm gốc có các chỉ số tăng là œo Và đọ, liên tục từng khúc trên mọi 
khoảng hữu hạn của R*. Nếu ta xem ƒ và ø xác định trên R, triệt 
tiêu trên khoảng (—œ.0) thì tích chặp ƒ + ø cũng là hàm gốc có chỉ 
số tăng 20 < max{œo, đo} và 


€[ƒ x gÌ = F.G (4.9) 


CHỨNG MINH. Với mọi f > Ú,e >0 ` 


Í N) 
lự +ø)(9I | f(Oint= r)dr| < [ Œ)yt= r)ltr 


đi Q 4 
< AI ị c(So+£)7 2(o+ẽ)(—T) qgự = Afct3o+°)t Ỉ c(0—2p)T(] 
vŨ J0 


Afict*9†$)" nếu ag > b, 
Afae(5a+‡)t nếu đa ' .c?ã 
bất đẳng thức sau cùng có được bằng cách tính trực tiếp tích phân. 
Vậy ƒ +ø là hàm gốc có chỉ số tăng +o < max{ao. đo}. Tiếp theo, ta có 
nh 


£|Œ * ø)(9)Ì = Ị c~ / ƒ(r)g(t— r)drdi 


0 


Tự i w%.. lt 

li f(rr | e~P!g(‡— T)( 

= đụ) [` f)””4r = Fũ).đụ) 
/() 
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Định lí 4.9. Cho hàm gốc ƒ trơn từng 
hạn của nứa trục t > 0, chỉ sô tăn§ là œọ. 


bhúc trên mọi khoảng hữu 
Khi đó 


1 z+:œ° : 
0U = ePtƑ'(p)dp. # > œu- (4.10) 


271 .J„-ioo 


Tích phân trong (4.10) được hiểu theo nghĩa giá trị chính, uà 
'Ông thức này có tên là công thúc Mallin. 
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= FXho ƒ(0): 


CHÚNG MINH. Với + > œ¿, đặt ø() : _ : 
mọi khoảng hữu hạn của nửa 


Ta có ¿ cũng trơn từng khúc trên 
trục ? > 0. Ngoài ra, ta có 


. đ = Tem (0)|d 
Ì Ig(t)|di / I/(0) 


"2G 
“ £ ›—(œ—œo—£)Ÿ 
<MM Ỉ c—*tg(ao+*)!gị = MĨ i ( dt. 


/0 
- >0, khi đó ø khả tích. Sử dụng 


Chọn z > 0 sao cho + — du — 
ưu ý ø(u) triệt tiêu khi 


công thức tích phân Fourier ở chương 3 và Ì 
u < (), ta có 


c¡À~ u 
g() = Ji 6(A)6^dÀA = é ¬N II (u) )dludA. 


Suy ra 

] Ps = X ÀA(f—+!) 

e~*!fƒ(t)=#” ị [: e””*# Ƒ(u)e” MT 
2m47 _—œ. 
1 "®œ© 
= ¬Ã cu ƒ(u) KHÁI duy, 

7T 

Do đó ¬— 
/ƒ/@== | €"”FŒœ&+iA)dÀ. 

TT -J se ) 

Đổi biến p = + + ¿A, ta được (4.10). # 


CHỦ THÍCH. Vì vế trái của công thức Mellin độc lập với +, + > o0, 
nên tích phân trong vế phải có thể lấy dọc theo một đường thẳng 
+ œ tuỳ ý sao cho œ > đụ. 


Áp dụng định lí trên, ta chứng minh được tính chất sau đây của 
phép biến đổi Laplace. 
Định lí 4.3. Cho các hàm gốc ƒ, g trơn từng bhúc trên nửa trục 
t > U, có chỉ số tăng lần lượt là oụ 0à dạ. Giá sử £(ƒ) = E, £(0)= Œ. 
Khi đó ƒg cũng là hàm gốc uớit chỉ số tăng là oụ \ dụ Đà ` 
ha EÌOG 


ft(e)G(p — e)dù (4.11) 


J,'— 1C 


€C(ƒu) = r tên 


trong đó + > oụ. Rep > + + %. 
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CHỨNG MINH. Hiến nhiên fø là hàm gốc với chỉ số tăng là œo + đb. 
sử dụng công thức Mellin, ta có 


=- —pl keo N si 
zứø= | ( “700 = | œ “ø(Đ{ : Ị ' c®F(e)de) di 


1 #+?œ "©O ” đông 
= ——- F 1Ì hay „(—p)t 

I œ+i©o 
T>.. ` F{0)G(p — t)do. 


Trong định lí 4.2, ta đã rút ra công thức Mellin từ giả thiết # là 
biến đôi Laplace của một hàm gốc nào đó. Vấn đề đặt ra là Ƒ phải 
thoả các điều kiện gì đề có thể là biến đổi Laplace của một hàm gốc 
nào đó. Ta có định lí dưới đây mà phần chứng minh được bỏ qua 

Định lí 4.4. Cho hàm F' thoả các điêu biện sau 
() giải tích trong miền Rep> oụ,. 
(HH) Khi |p| —> & trong miền Rep> dạ, thì hàm F tiến oề 0 đều 


theo arg.p € [—~S. gÌ: 


(HH) Với mọt + > œụ 


",P-+:Œœ© 
Ỉ IF(œ + /)|dụ <M, (4.12) 


Ta“... 


trong đó M là hằng số. 
Khi đó, hàm F xác định trên Rep > o¿ạ là biến đối Laplace cúa 
hàm ƒ định bởi 
] "4 '-†-:OC 


ft) =— cPh Ƒ{(p)dp. + > dụ. 


27m! Jur—i^% 


Định lí dưới đây cho phép ta tìm hàm gốc của một hàm chính 
đUY tại vô cực 


5 Định lí 4.5. Giỏ sứ rằng thác triển giải tích cúa F` lên nửa mặt 
Éng trái là một hàm giải tích đơn trị. Giá sử £(ƒ) = F` uà p= 
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là điểm chính quy của F, ie., F có khai triển tại uô cực như sau 


œ e 
Khi đó 
3... (4.14) 
=0 Ẳ“ 
nÌ 
NHẬN XÉT. Trong các ví dụ trước, ta đã biết rằng Z[£"| = pn+1? do 
đó, định lí trên cũng có nghĩa là 


c[X xin] => “t£pP] 


n=0 ` n=0 


CHỨNG MINH. Ta khảo sát sự hội tụ của chuỗi (4.14). Giả sử chuỗi 
(4.13) hội tụ bên ngoài đường tròn bán kính ?¿. Khi đó 


`. & sẽ 
|FƑ0›)| < FXM¿ lp| Z Rư 
Từ đó, ta có đánh giá hệ số c„„¡ của chuỗi (4.13) 


|cu+il = |— l Ƒ(w)p"dp| <AIR, 
Tỉ Jj|p|=Rh 


Suy ra 
œ 


S keoaBE su, SẺ VRITD - gymá4 


i=0 ¡=0 


Vậy chuỗi (4.14) hội tụ tuyệt đối và hội tụ đều trên đoạn [~N, Ñ| 
với W > 0 tuỳ ý, hơn nữa tổng của chuỗi này là hàm gốc. 
Do tính hội tụ đều, ta có 


N Giới t" oo Cn+l SN 
,—pl : NI: = Á —pE¿n 
Ỉ ( Œssin)t `Š = Í ©œ† t*¿|t 
se 
G = he 
=— b» n+] ( c th! - 
~2 7T Xo 


/JấN 


rỉ r"4f) 
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4.ỏ- 


¬ ) +} | 
øn+1 


n=0 


Ta khảo sát chuỗi thứ hai ở trên: với Rep = lị > Tà, 
" gửi dt < _a. 


/JN 
l _, 
"+Ì Ỉ C 
nT. x Ñ) 


^ 
=x 
+ 


751) ỊN cP"i| HH 
—m. — 7m 


— |Em+i [ca+il 


_ R8: 


Từ đó suy ra với Rep = 4 > ÂÀ. chuỗi 3n nã TÍ + 


109 


c) on — ` ø Phi gi, — (4.15) 


n=0 
ta có 


;— tịnh 


|Em+n| 
nIh ụn ) 


n+Ì 
| 


_Pt†t"¿J†t hội 
"=0 


tụ đều theo W. Mặt khác, từng số hạng của TH này tiến về 0 khi 


NÑ  œ nên từ (4.15) ta suy ra 


dẫn đến điều phải chứng minh. 


Ví dụ 4.10. Tìm hàm ƒ thoả £(ƒ) = 


F, F định bởi F(p) = —_Ì 


pP?+1 


Trước tro ta khai triển hàm #' thành chuỗi Laurent trong lân 


cận của ÿ = 
sở | 
n_ (2n) | 
F(p)= À3 _(=U 22n(nI)2p2+r ÌP|>]: 
¡=0 
Do định ]¡ trên, ta được 
®%. œ%œ 


". ¬...a... 
An“. h 


„=0 
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4.4. TÍNH KHÔNG CHỈNH CỦA BIẾN ĐỔI LAPLACE NGƯợc 


Bài toán tìm hàm gốc của #` có thể xem như bài toán giải phương 
trình tích phân cấp 1 sau đây 


l c~P' Ƒ(f)dt = F(p) (4.16) 
0) 


Xét phương trình toán tử 
Ä\# =Ø (4.17) 


trong đó 4 là toán tử từ L?(R†) vào L?(R†) định bởi 


Aƒ>p— _ e~P!ƒ(t)dt, 


J0 
Bài toán tìm ƒ thoả phương trình (4.17) là bài toán không chỉnh, 
vì có thể vô nghiệm hoặc nghiệm không phụ thuộc liên tục vào ø, 


¡.e., sự nhiễu rất nhỏ của ø có thể dẫn đến sự nhiễu lớn của ƒ. Ta sẽ 
khảo sát một cách chỉnh hoá bài toán này. 


Người ta chứng minh được 4 là toán tử tự liên hợp, I.e., Á* = A. 
Xét phương trình nhiễu sau 
cƒ: + A"Aƒ: =e@ (4.18) 


Ta có 
A'AJ: = A?ƒ: =s ( C#1:(1)41)c—PSdp 
‹ J0 


„.. JÃ-- 
=> Ị /(0( | C63940 gi 
/{) Ụ 


: Ỉ Khu" 
dg + 


và phương trình (4.18) viết lại dưới dạng 


. #8 Phụ = 
£ƒƑz(s) + Ị TƯ nh Ị cq.(t)dt. (4.19) 
t l /Ụ 


J0 | # 


Scanned by CamScanner 


44. TÍNH KHÔNG CHÍNH CÚA BIẾN ĐỔI LAPLACE NGƯỢC 111 

SXWwŒtu¬npaẻẽaốẽnnẽaanaanananr.rnnnnn. 
Người ta chứng minh được ph ầ 

tản ợc phương trình (4.18 sơ: ớt 

phương trình biến phân sau đây 5 ( ) tương đưưng với 

£(:. 0) + (4ƒ, Au) = (ø:, Au), Vò = L2(R†), (4.20) 


trong đó ta -) là tích vô hướng trong L?(IR*). Dùng định lí Lax—-Milgram, 
ta chứng minh được (4.20) có nghiệm duy nhất. Ta có 


Định lí 4.6. Giđ sử 


lÌ0 — ø:|la < z (4.21) 
Uà 
ƒ = Au, uc L?(RỲ). (4.22) 
Khi đó 
1 tu|l2 . 
|/ — #lla < 9 SE M6 (4.23) 
CHỨNG MINH. Thật vậy, với mọi  € L”(R), ta có 
(Aƒ: Ao) ấu, Áo), 
£(ƒ:.0) + (A, Áu) = (ø, Áo); 
Trừ theo vế hai đẳng thức trên ta được 
c(ƒ:.0)+ (A(1 — ƒ), Ae) = (ø —ag, Áo), Võ € Tˆ(R}), 
Với e© = ƒ;T— ƒ thì 
z(.— #) + LAƯŒ: - ĐD = (0 — ø A0: — 0)): 
hay | 


clứ - /IỆ+ IAŒ — ØMlŠ = —s.&~ f) + ( — ø, AŒ: ~ 0): 
Do (4.29) và bất đẳng thức Cauchy - 5chwartz, ta có 


l0-#£= DỊ= |4. ~ Ø)|= |0«.4*Œ = Ø)|= |5 A0 = Đ)| 
€ 2 l : 32 
< IIallz.|AŒ- = /)lls < sldb 1 1n /)|Ìš:› 
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TEEEEEGGIEEOTRNEENNEEGGGNGGONNEENEEEENEEOEEEEEEEEEWESGSGGNENEEEEENNEENEERERE=Eee=e.== 


và 


< |Ìø: — TU NG - ƒ)l|a < el|A(: — 7)l› 
1 2 


s2 + sll40: — /Ẻ 


— 
¬ 
== 
mm 
| 
— 
: 
^ 


LA 


SUy ra 


n E 1 : 
=lÚ: = /lổ + II: = Ø)l8 < =(ŠIIelB + ;-lLA2- - 0M) 
1l ¿ ] ˆ 2 
Mã ÊG 2Il4: /)|\5: 
từ đó ta suy ra (4.23). 
Mặt khác, (4.18) tương đương với 
Ÿ =: —l|eƒ: + A”(Aƒ: — g:)|. (4.24) 
nghĩa là ƒ. là điểm bất động của toán tử ở : L^(R†) —› L”(R?) định 
bởi 
Bƒ = Ƒ- olzƒ + A”(Aƒ - ø:)| (4.25) 


Bằng cách chọn œ = £/(e + ||A|l?)?, người ta chứng minh được B 
là toán tử co với hệ số co là 


Đặt 
0) = 9 = B01), 


Ta có, do định lí ánh xạ co, 
|/4? - Zlls < I/#""! - #lls + | — /lls 
(1) 2 1U 
< TẾ Thư ý (1+ l8)! uy 
lL— Ø P, 


x(11) 


nghĩa là /4" là nghiệm xấp xỉ của bài toán ban đầu. „ 


Chú ý: Quan hệ giữa biến đổi Laplace và hàm phức và ứng dụng 


trong việc chỉnh hoá Laplace ngược được trình bày chỉ tiết trong Phụ 
lục ở cuối cuốn sách. 
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4ø VÍ DỤ ÁP DỤNG 
Ví dụ 4.11. Tìm nghiệm + của phương trình tích phân Volterra 
loại một 
( 
lI sin(Ý — 7)#(r)dr = tsint. (4.26) 


0 


Đặt £(+) = X. Nhắc lại là Z(/sin/) = 0 +TP : 
p 


dụ trong mục trước). Dùng tính chất 9 của biến đổi Laplace, phương 
trình (4.26) trở thành 


(xem lại các ví 


X(p) _ — 3p 
„+1 (p+1)? ` 


Vậy +(†) = 2 cosf. 


Ví dụ 4.12. Tìm nghiệm của bài toán 


(4) Lm — qỊ “ sin(# — 7) 
+“( + z() = sint+ Í sim — 7)#(7)đ1, (4.27) 
z(0) =0, 3'(0) = 1. 


Đặt £(z) = X. Dùng tính chất 5 của biến đổi Laplace, ta có 
£(z”) = p°X(p) — p(0) — + (0) = p?X(p) - 1. 


và do tính chất 9 nên 


: | 
Ngoài ra, £(sinf) = 211 


⁄{ [ sin(f — r)x(r)dr} = £|sinf * +(0)] 


= £(sinf).Ê(+) = Ä W) 


p?+1 


Từ đó, phương trình (4.27) trở thành 


2 Vv(, 1 hi = l # Xứ) 
pXí)~t+^*ữ _—p+l1 p 2+1 


+BĐTÍCH PHẦN 
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suy ra 
l 
2 
1— 
xơ) = | +1) /Ú + TU 
(ø2+1)?-1 ?Ẻ 
Vậy +(t) = t. 


Ví dụ 4.13. Tìm hàm gốc của hàm p r> pF(p)G(p), trong đó 
£(ƒ)= F, £(w) = G và ƒ, g là các hàm đã biết trước. 
- Ta cổ 
pF(p)G(p) = f(0)G(p) + [pF(p) ~ f(0)ÌG(0): 
Vì pF(p) — ƒ(0) = £(/ƒ ) nên 
pF()G0) = £[ƒ(0)ø(] + £Œ)-£0): 


hay 


“Í 


pF(p)G) = £{/(0u()+ [` fi(ìw= r)dr 


0 


(4.28) 


`"¬—-_— 


= £Z{7(00ø(9 + / §(:)f (t - r)dr } (4.29) 


Chứng minh tương tự, ta cũng có 


( 


pF(p)G(p) = £{ø(070)+ | w(r)ff= z)dr} — (680 


/0 


= £{f(0)s0) + / ƒ(r)g(t— r)dr } (4.31) 


Các công thức (4.28) — (4.31) được gọi là các tính phân Duhamel, 
rất thường gặp trong các bài toán tìm hàm gốc. 
- Ví dụ 4.14. Tìm nghiệm của phương trình vi phân 
Aụ = apyf + aiyf'=1) +... + ang = ƒ (4.32) 
thoả các điều kiện đầu 


(0) = (0) =...= y=D(0) =0, (4.33) 
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trong đó ao... œu là các hằng số. 
Ta giả sử thêm rằng nghiệm của phương trình 
A =1; 0(0)=(0)=:..= =!)(0) =U (4.34) 
là ÿ đã biết. 

Giả sử 1; ÿ. ƒ là các hàm gốc, có biến đổi Laplace lân lượt là 
y.Y, F. Khi đó, phương trình (4.32) cùng với điều kiện đầu (4.33) 
trở thành 

Y(p)(œop”" + øịp"”! +... + an) = F0). 

Tương tự, phương trình (4.34) trở thành 


| 


Y(p)(aop" +aiph—! +... + an) = _ 


Chia theo vế hai đẳng thức trên, ta được 
Y(p) = pŸ(p)F0): 
Do công thức tích phân Duhamel (4.28) và (4.30), suy ra 


BỊ, 
Vụ) = sŸ0)F() = £{ñi070)+ | Ÿ(JfŒ =r)dr} 


= Z{z(0)/0) + / Ƒ(r)u(Œ ~ z)dr }- 


y(t) = / ÿ(r)ƒt~ r)dr (4.35) 
= 7(0)ƒ(Đ + ẫ ƒ(r)ÿ( — r)dr (4.36) 


Ví dụ 4.15. Tìm nghiệm của phương trình 
"@)+0) =e 


thoả các điều kiện đầu 
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Trước tiên, ta có ÿ(f) = † — sin? là nghiệm của bài toán 


”()+w() =1: 
(0) = (0) = ”(0) =0: 


Áp dụng công thức (4.35), ta suy ra 


4 
u|†) = | yJ(T)ƒ(†— T)dT = Ị (1 — coxT)t "tr 
J0 


46 BÀI TẬP 
I1. Chứng minh 


| | 
n7 EII|=~=, >0 b) CIH = 3: s>Ú 

_ s3 

l : : q 
©) €[c"“| = Tr.. Ñ) £lsin ¿| ——. 5 > 0 
s—=Œ Cy qui 
e©) £|cos 6) "_ s>Ũ f) TMuufPi:i#P?————-. 5 > Ìt 
Ộ : #.+ứ“ Ất? —-(¡“ 
s 


e) £|cosh #] = =——s: 5> lai: 
s2 —d 


hố 5. 0<f<3 
2. Cho ƒ(() Ẳ #38 
3. Tìm £jd1c”°+ 0” - 3sin-H † 2 cos 2f]. 
4. Tìm £l/?c*!J, £[e~”” sin4f], £|c!t cosh 5f], £[e— ”“(3 cos6f — 5 sin 6£) ]. 


37 27 
cos[(Í 3 —) Đệ” = 
s. Tìm £[|ƒ] với ƒ() = : 3 
Ệ) t<= 
R 
sIH Í Tả. ` s1 d 
6. Cho £|[”— | Bội (<), am £[”?”]. 
" 


7. Dùng tính chất 
£[ƒ/0)| = F(s) + £[ƒ0)] = sF() - 740). 


Chứng minh rằng 
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46. BÀI TẬP 
L” —  TOENODWENNENNDIEEGONDENNEE-DOENNEEEGaITTSGODTNEGTENEE-EEETGGRNNENN 
Ị 1 
a) #[I]= c b) {| = cj /Ä[£2 =— 
b s“ S — (L 


œ 


12. 


1ä. 


14. 


lỗ. 


16, 


| 
- Chứng minh Z£{er(v†)} = sự4+ 


- Dùng tính chất 


£|fŒ)Ì = F(s) > £[ƒ“0)| = s?F(s) - sƒ(0) — ƒ (0). 


q 


chứng minh £|sin œfÌ = ————. 
s2+d2 


. Tìm “{Í - “du }, 


) 


- Tìm £[fsinefl, £|[t° cos e1]. 


. a) Chứng minh 


Ỉ JỨ) xự lÌ £Uf\(u)du 
J0 l J0 


nếu các tích phân trên tôn tại. 


_ _ sII 7 
b) Chứng minh lim , "rể 5: 
nxQ% JD 2 


Cho ƒ(¿) là hàm tuần hoàn chu kì 2z và 


Tìm £|ƒ). 


Chứng minh 
E(n + ]) 


g"ỉ l 


a) c{' = 


b) ££-!] =,Í—, e>0. 
bì 


| .. SỈ HH 
Chứng minh Z|Si(f)| = - cot —; VỚI Si(f) = Ị du. 
l ' S 3 Jụ tt! 


l `“ €0øtU 
TÙ  vWẾU Cự) = | ` dụ, 
+28 


Jị tt 


Chứng minh Z|Ci(f)] = 


— ÌÙí 

e 

——(lÌt. 
u 


s+H) cái li 
Chứng minh Z£[|Ei(f)| = THỊ, với Ei(f) = Ị 


_1 (lu, 


' 3. /V† 
với c!Í(v†) - —= Í C 
vĩ /u 
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CHƯƠNG 4. BIẾN ĐỔI LAPLAQy 


_Ýƒ—_—Ÿ KT T——m——ẽẶƑTẶQ ốC 7Ô ¬ uy an 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


Cho hàm bước nhảy đơn vị Heaviside 


Tìm £[u(† — a)|. 


Cho hàm ƒ.(?) = 


a) Tìm /£|ƒ.] 
b) Chứng minh lim Z1] =1 
Cho hàm delta Dierac 
ñ(#) = lim #.(0). 
Chứng minh £[|ð( - a)] = e7*$. 
Tìm 
COS 3 


a) £|sin v1 b) | 


E()—=lns 
S 


Chứng minh 
€[Inf] = 


trong đó I' là hàm Gamma 


n.< 
L{(s) = ị uŠ~Ìe~“ đụ s>0( 
⁄/0 


Chứng minh 
" a 
s"—(@qT 3e 
a) E|tcosafl= ——sx B) f|Hinat=——“— 
(sˆ + aˆ)ˆ (s23 a2)2 
, 243 — 8 . _ 
e)ØIPesi|= ng 9£lPmj= ST 
(ø”+ (6+1) 


Chứng minh 


ST. 
a) [Ít cosh 3f] = t ĐỤ 4s 
„2 - 9) 


b) £{¡ sinh 2fÌ = IF-EETo 
gề 
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„;. Chứng minh 
6s† — 30s2 + 6 
a) £|f!e@sf|= “T2 + Ty 
8 + 12s — 2s2 
(s2 + 4)2 
0s† — 18s3 + 126s2 — 162s + 432 
(s2 + 9)3 


b) đ{/(3sin 2f ~ 2cos 2f)} = 
c) £{(P - đí + 2) sin 3f} = 


2ạ. Chứng minh 


loa Z£Z vấ” s+d 
a) | t | h s-- Ù 
sinh í 1, s+1 
| t |=“Sh— 
cos dt - cos bí 1, 4 +? 
c) | P | = 2 Ìn x2ZfPo 
2ï. Tìm 
a) £j!2+tÐ2|  b) ££~!31⁄4 c£[{( + v?)'] 
c=5f — 
d Z — e) F5 ‡7/2c31 
) 7 
28. Tìm N § `. 
a) £[c*'Si()]} b) £Ir5i0)] e) £[# Gi(0)] d) £|e"#! Ei()| 


e) £{t Ei()| Ð £|c !S29]} 8) ctfe"?t E30) 
(xem định nghĩa các hàm trên trong bài tập 14 — 17). 


29. Chứng minh 


, ) b) đ{f erf(2Vf)] = đ.: =¬: 
a) £| 9! af(VĐ] = rr—ajy2=5 MN Ặ.. 
ỳ ị 1 

| nã luì —- 6 —ŒC= 

d) “{Í @1 (vu) u} s Vì 


tung ME ———___D_—_ \\ 
©) £(crÍ(cv†f); Vs+1(vs+1l+3 1) 
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30. Chứng minh 
¬ 2 —28 F 
) £|Êu(=9)|= Š — ^“  (1+2s+25”), ø >0 
8 g 
b) £[e~! cos 3ý] = KG iàu tG 
s”+2s+5 
©) Cl(t+ 2)520 — 492 = 4s +2 
=1? 
đ) £[c ~* cosh 2¿] = xố 
s2“ +8s + 12 


©)£[e~*(3 sinh 2# — 5 cosh 2Ì = " 
S“ +†á45S— 


31. Tính 
S%° "0 „—Í _— „—3f “Ẩn - 
3) | te ?toosfdt bì Ỉ “— đi ‹ð) Í TU 
0 0 


O0 
32. Chứng minh 


'2 Q=ÄÊ — („=6i 
a) ị ——————(Ì‡ = n9 
0 í 
>> ` 
T” €eOgÓf — cos4lf R) 


do 
33. Chứng minh 


œ 
f gìn ¡ 7 
a) / Ƒ= “dua `. 
0 1 4 


bi Z{ Í — _ C4)- lát) 


tr. bit minh 
“{Í N ƒ(u) )dudn } 4} = — 
sˆ 


Cho £[ƒj = Ƒ. Chứng minh 
° †°9ƒ(u) F(Ins) 
lu s4) =T=———. 
t P{u + TÔI ) #Ìn s 


34. Cho Z|ƒ] = 


3ã. 


36. Kí hiệu £ ` là biến đổi Laplace ngược. Chứng minh 
a) £_! là tuyến tính, ¡.e., 


£ Le + ca] = e£~}[ƑI] + ca£- ||. 
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b) €7 |[F(s — a)](#) = e“+£~}[F(s)|. 


e) €"![e~“*F(s) 9> § @ =)ẨI, chon với ƒ(í NA) 
Lt<q 

d) Z*}[F(s)] = x/() với ƒ(t) = £T![F(s)]. 

e) £~'|FUĐ]ft)< (—1)"?°ƒ() với ƒ = £- 'IF|. 


" Si TẾ C Ä Ác với ƒ = £T'[F]. 


3ĩ. 


38. 


39. 


8) £T”}|sF{s)] = 


" 


) với £*![F] = ƒ và ƒ(0) = 


} = : ƒ(u)du với £*|[F| = ƒ 


TÌ Ÿ SAm F( )G0)]= Í /tu)gự = u)du với £° L[E] = ƑJvà 6" 'G] = ỹ. 
Tìm 
a) c¬1[—] b) <'Í_m] 9 lÌn : | 
ĐC. la mộ 8) laa| Đn, Ẹ mở 
8) £'ls T 5| h) “SH 1) - 
se Sam] 821 027] se'[e12) 
Chứng minh N _ 
ị ị Ƒ(u)dudte = l (f— u)ƒ\u)du. 
J0 J0 0 
Chứng minh 
crÌ (“1 C [ bô (u)dlu nÍ l Ƒ' ƒ(u)dtududu 
ø do 0 j0 
với €"'|F| = ƒ. 
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Trong chương này, chúng ta xét khả năng khai triển một hàm 
số thành chuỗi các hàm Bessel hoặc các đa thức Legendre. Các chuỗi 
tương ứng là chuỗi Fourier Bessel và chuỗi Fourier Legendre; các 
chuỗi này được áp dụng nhiều trong các bài toán truyền nhiệt. 

Ngoài các đa thức Legendre và các hàm Bessel, ta khảo sát tính 
đây đú của vài hệ các đa thức trực giao trong L”(a.b) theo một hàm 
trọng số, tương tự như hệ các hàm lượng giác đã xét trong mục 2.6. 
Các hệ này gồm hệ các đa thức Tchebycheff, đa thức .Jacobi, đa thức 
Hermite và đa thức Laguerre. 


5.1 BÀI TOÁN BIÊN STURM - LIOUVILLE 
Phương trình Sturm — Liouville có dạng 
d 


dư 


[P(+)z] + [Q(+) + AR(+z)]w =0, zC [3À (5.1) 


Đây là dạng tổng quát của nhiều phương trình vi phân cấp hai 
quan trọng như: 
e Phương trình Bessel với P(z) = z, Q(+r) = —g2/+, R{(+) =3 


2” + ah + (Ar?— n2) g = Ú. (6.2) 
e Phương trình Legendre với P{() = 1— z2, Q(+) = 0, R(r) Z | 


(L—z”)g” — 2w + Au =0. lội" 
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Ngoài ra có các điều kiện biên là 
(5.4) 
(5.5) 


Œ11(#1) + øia (+¡) = 0, 
đ2t/(2) + aasw (z2) = 0. 


Một giá trị A làm cho bài toán (5.1), (5.4) và (5.5) có nghiệm 
không tâm thường gọi là một giá trị riêng, nghiệm không tầm 
thường ứng với một giá trị riêng gọi là hàm riêng. 

Bài toán tìm các giá trị riêng gọi là bài toán giá trị riêng. 
s2 TÍNH TRỰC GIAO CỦA CÁC HÀM RIÊNG 


Ta đặt 
ỉ 
Ly] = 2—[P()v] + 9œ). (5.6) 
Khi đó, (5.1) được viết lại dưới dạng 
L[u] + ÀR(+)u = 0: (5.7) 
g.9.1 Bổ đề Green 
Ta gọi hai phương tr 
nhau 


ình vi phân cấp hai dưới đây là liên hợp với 


(5.8) 


Ụ” + ai(®) + &2(3)0 = 0: 
(5.9) 


x”— [a¿¡(+)zÏ + đ¿(3)z = ỦW 


Hai phương trình (5.8) và (5.9) có thể lần lượt quy về hai hệ 
phương trình vi phân cấp một sau đây 5 


t? = đê (u = 0ì): (B.10) 


J = 291 ~ 812 
và 
„! — s2: 
ZI Ngiệc (z = 2): (5.11) 
Z2 —= —z2| † (1122 


Các ma trận hệ số của hai hệ trên lần lượt là 


0 lÌ ` 0 (12 
A={ "' 5= * %Ỹ 


—(I2 
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Ta nhận thấy rằng 
== ki „ (5.12) 

và đây là định nghĩa tổng quát của hai phương trình vi phân cấp hại 
liên hợp. | 

Một phương trình vi phân cấp hai được gọi là tự liên hợp nếu nó 
liên hợp với chính nó. 

Dễ kiểm chứng được rằng toán tử vi phần cấp hai L[u] ở trên là 
tự liên hợp. Hơn nữa toán tử vì phân cấp hai là tự liên hợp nếu và 
chỉ nếu nó có dạng đó mà thôi, I.e., 


L[u] = .[r(9/) +Q(+)0: 


Bổ đề 5.1 (Green). Nếu  = (+) uà z = z(+) là hai hàm số hai 
lần khá ui thoả các điều kiện biên (5.4) uà (B.5) thì ta có 


l : (ấT{u] - ukj£|}d« = 0. (5.13) 


đúng cho mọi toán tử tự liên hợp L. 
CHÚỨNG MINH. Ta có 


zL[] — uL{z] 


|| 


(z[P(+)w]ƒ + zQ(+)w) — (u[P(+)z'f + uQ(+):) 
s(Pụ' — u(P+} = [P(': -@€Ê))„ 


do đó 
_ : kệ lửa ự/ ./ du 
J (zL{u] — uE[c])d+ = P(w'z — uz)[ ` = Pụ:(“ “ =)| P 
TỊ sa U vs Ị 
Hơn nữa, với các điều kiện biên (5.4) và (5.5), ta có 
/(aì =. z'(a) — ŒỊỊ 
JỆHU) #[rl) - nịa 
(12) _ z(„ạ) tại 
U{ L2) 2(T2) (L2) 
suy ra điều phải chứng minh. 8 
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g.9.2. Tính trực giao của các hàm riêng 


Định lí 5.1. Nếu U\ Uà J› là hai hàm riêng ứng uới hai giá trị 
riêng khác nhau của bài toán Sturm — Liouutille (5.1), (5.4) và (5.5) 
thì 


(VRG)- (+). VỤ: a(3)) =0, 


uới (...) là tích uô hướng trong LẺ{z\. +). 


CHỨNG MINH. Đặt À¡ và A› là hai giá trị riêng khác nhau ứng với 
hai hàm riêng /¡ và ›. Ta có 


L[w| + Ai R(r)0ị =0. (5.14) 
L[U›| + À›l(+r)› = 0. (5.15) 
và 
“HuÄ Vi) v0 gì ¿ (5.16) 
0119#(%2) + œIaWE(ta) = 0 
Từ (5.14) và (5.15), ta được 
U2L|0ï] — 0 L[0z] + (À — Às)R(+)yiwa = 0. (5.17) 


Do bổ đề Green, ta suy ra 


Ị âu — À2)†(r)0iad+ = 0, 
v.tPỊ 
và do À¡ — À› Z 0 nên ta có điều phải chứng minh. 


5.3. KHAI TRIÊN FOURIER THEO CÁC HÀM RIÊNG 


Giá sử bài toán Sturm — LiouvilÌe có một dãy các hàm riêng („). 


Từ định lí trên, dãy các hàm riêng lập thành một họ trực giao theo 
tích vô hướng 


k2) 


(f;/%)„= | R&œ)0;@)fn()dz, 


L] 
Bọi là tích vô hướng trong L? theo hàm trọng số ñ. 
Vì bài toán biên Sturm-Liouville là tuyến tính thuần nhất nên 
nêu / là nghiệm thì ‹¿/„ cũng là nghiệm với số thực c¿ bất kì. Chọn 


' ¬ .— =1/2 
Ga = (ưu. MÌm” = Mi MI In, (+) : w‹) : 
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và đặt z„ = cu thì ta có họ (Zz¿)k=1⁄2... là trực chuẩn (theo tích vạ 


hướng (...)n)- ¬¬ 
Trường hợp ƒ là một hàm "khá tôt xa 


ƒ có dạng s 
ƒứ) = 3820) (5.18) 


;=l 


c định trên [>¡, z2] sao chọ 


ể nhân hai vế của (5.18) với 


và chuỗi hàm trên hội tụ đều thì ta có thê nhân nại ve 9.14 
huỗi để xác định hệ số 


Rz, rồi lấy tích phân từng số hạng của € 


(LỊ. — ,. ƒ(zx).R(+)zx()d+ — Xổ šP.}: (5.19) 
“VỊ 

Nội dung chính của mục này là khảo sát khả năng nào biểu diễn 
được hàm ƒ dưới dạng khai triển thành chuỗi của các hàm riêng. 
Đầu tiên, ta xét tính chất của các giá trị riêng của bài toán biên 
Sturm — Liouville. 

Định lí 5.3. Các giá trị riêng của bài toán biên Sturm — Liouutle 
lập thành một dãy (À„) đếm được, tăng, thoủ: 


À¡ < Àa< Àa < „@ 


Uòờ 
lm: Au = CƠ. 
n—> 

Ta bỏ qua phần chứng minh định lí này vì khá phức tạp. 

Từ mục trước và định lí trên, ta thấy luôn tôn tại dãy các hàm 
riêng (tương ứng với dãy tăng các giá trị riêng của bài toán Sturm 
— Liouville) lập thành một họ trực giao đếm được và ta có thể trực 
chuẩn hoá như ở phần đầu mục này. 

Ta cũng có định lí dưới đây mà không chứng minh. 


Min =bg Gọi (Àu) là dãy các giá trị riêng của bài toán biên 
Sturm — Liouuile (5.1), (5.4) và (B.B).. Xát phương trình “khôn§ 
thuần nhất” 


L|u] + ÀRụ = -ƒ. (5.20) 
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Khi đó bài toán (5.20), (5.4) và (5.5) có nghiệm duy nhất uới mọi 
\ # Àn í® = 1, 2,...) Uà nghiệm này biểu diễn được nhờ hàm Green G 


_ l “G(€ À)ƒ(€)d£, À # Àa, (5.21) 


trong đó G(+,€; À) là một hàm liên tục, có đạo hàm liên tục tạt mọt 
cặp điểm (+,€), + # € uà Œ nghiệm đúng bời toán biên thuần nhất 
tương ứng theo biến + hoặc biến £ (A đóng udi trò tham số) 


[|u] + ÀTầụ = 0 (trên đoạn [z¡, +] sao cho + # €) 


uới các điều hiện biên (5.4), (5.5), 
Trường hợp À = À„, thì bài toán (5.20), (5.4) uà (5.5) có nghiệm 
nếu uò chỉ nếu 


. #)Un(%)d+ = 0, (5.22) 


Ji 
trong đó u„a là hàm riêng ứng Uới À„,. 
Sau đây là định lí chính của mục 


Định lí 5.4. Nếu ƒ hơi lần khả u¡ 0à thoả cóc điều biện biên 
(5.4) uờ (B.5) thì ƒ khai triển được thành chuỗi hội tụ đều theo các 
hàm riêng 


trong đó 
“y J l R{(z)f(e)z(x)dx, ¡ = 1, 3,... 
TỊ 
-1/3._. 
Z¡ — CIỤ¡ — (0i: ¡) p “ta t=Ì, 2,... 


CHỨNG MINH. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử, xem [CL], 
À =0 không phải là giá trị riêng của bài toán biên Sturm- Liouville 
(5.1), (B.4) và (B.5). 

Nếu ƒ hai lần khả vi và thoả điều kiện biên (5.4) và (5.5) thì 
9= ƒ(z) là nghiệm của phương trình 


Hy] + ARu = L[I 
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ứng với A = 0, được giả sử không phải là giá trị riêng, nên từ định lí 
5.3, ta lại có 


ƒ(œ)=~— tế G(+,&;0)L[ƒ(£)]đ&: (5.28) 


Người ta chứng minh được khai triển theo chuỗi sau đây là đúng 
và hội tụ đều, xem [CHỊ], pp. 134 và 360 


G(z,£€;0) = ` ¬— | (5.94) 


¡=]l 
Từ (5.23) và (5.24) suy ra 
fá)=— TS) #E SE rte)dc (5.95) 
T1 ;=] ï 


Vì chuỗi (5.24) hội tụ đều nên có thể đổi thứ tự lấy tích phân và 
lấy tổng và ta có 


10) = =3 SE? Í  sÍ91/(6) 
¡=!I “1! 


Hơn nữa, z, và ƒ đều thoả các điều kiện biên (5.4) và (5.5) và đều 
khả vi hai lần nên từ bổ đề Green ta suy ra 


[` 5(©tW(Đit= [ ˆ 7@)FIs.(g)lue 


do đó 


Ta lại có 
L[z] = —A;Rz¡ 
do :z, là hàm riêng ứng với các giá trị riêng À; của phương trình 
L[u| + AT? = 0. Vậy 


“ho 


ƒ() = `, z¡(#) lÍ - /(6)??(£)z;(€)d£ = = d;3j(#). 
x i=l 


¿=l 
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Xem... 


Ta có định lí sau về sự hội tụ theo từng điểm của khai triển 


Fourier theo các hàm riêng mà phần chứng minh cũng được bỏ qua. 
Định lí 5.5. Cho (:„) iờ dãy trực chuẩn các hàm riêng của bài 


toán biên Siurm £ Liouuille. Cho ƒ uà ƒ' liên tục từng khúc trên 
[ri.r›|Ì. Khi đó, uới mỗi + € (#\. +2), Éd có 


2 „0/5(3) = sif(œ*) +/(œ)]. (5.26) 


trong đó 
q¡ — J : R(+)ƒ(+)z:(+)df. ¡—1. 3... (5.27) 
TỊ 


Trong hai mục tiếp theo, ta xét bài toán biên Sturm - Liouville 
với các hàm , Q, cụ thể. Từ đó ta xây dựng họ các hàm riêng có 
tên gọi là hàm Bessel, hàm đa thức Legendre. 


54 CHUỖI FOURIER BESSEL 
ð.4.1 ˆ Hàm Bessel, phương trình Bessel 
Hàm Bessel J„ được định nghĩa như sau 
5. (-1(12222 
J„(z) = » n0 +r 1T): (5.28) 
trong đó | 
T(œ+l)= | (®e"tqŒt, a >—T, (5.29) 
/@ 


và là số thực, : có thể là số phức hoặc thực. 


*BĐTÍCH PHẬN 
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(w+r+1)= (z+r)b đo đó 


: ê ólổ 
Nếu z là số nguyên dươnố, ta € 


„+2? 


œ "r(zZ 
(1/0) (5.30) 
0 )2 2 +3 
r=0 
` "' ấ m 
Hàm Bessel J„(z) thoả phương trình Bessel ' cấp 
2 
dẫu + 1 dụ + Ệ . 5) == ÍỦ: (5.31) 
dz3 ` zd2z k- 


2 Z ⁄ ^“ đâ 
Ngoài ra, hàm Bessel J„ thoa các tính chất sau dãy 


và từ phương trình thứ nhất, ta suy ra 


„n-rl T! - 
12, 11(2)| = (3925142) + 2”? đa GÌ 
ll /_NJ _ „m+] /~À 
| = z"\(n + 1)Jể” (z) + 3M...¡ (2) NHÀ: vn LÊ): 


dẫn đến công thức truy hồi sau cho hàm Bessel (để ý J,„(0) = U; W#) 


l {ˆ†?! 7 (t)dt = „tả ;Ñ -iếc)- (5.32) 
/( 


54.3 Tính trực chuẩn của các hàm Bessel 


Trong mục này, ta khảo sát các tích phân 


nã 


Ữ rJu(ar)Ju(r)dư và Ị l r[J„(ar)| hi (5.33) 
s⁄“.F] “/PỊ 
Không mất tính tổng quát, ta xét #¡ = Ö và + — ¿. Đặt 

u(r) = Ju(œr), tín) = Ju(r). 
Do J„ thoả các phương trình Bessel, ta có 


L d (7) : ( b Am) | 
M7, Mu. 


(5.34) 
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và 


ÌL đự dc 
"ăn J# (#- S)ø =o. (5.35) 
Nhân hai vế (5.34) với 'Ẻ, (5.35) với rụ, 
theo vế, ta được 


c2 Lự/ dụ (Œ / dụ 
tu — qˆ PP mp— ) = #W— n 
tỈr ( ch "ly ( dr/” 


trừ hai phương trình 


suy ra 


“ˆ_— d2) ị tt = U(d)t(a) — t()£ (a). (5.36) 
/() 


& ; 2 s "q4! .. .À ˆ^ 2 
Vậy (72 — a2) Jh ruedlr = () nếu điều kiện sau thoả 


œu(4)7(a8) — 37„(aa)/(3a) = 0. _ (B.87) 


Như vậy, nếu a và ở là hai nghiệm phân biệt của một trong ba 
phương trình (ẩn số 7) dưới đây thì (5.37) sẽ thoả 


J(T¿) = ( (5.38) 
J„(ra) = 0 (5.39) 
TJ/„(T4) + hJ,(ra) =0. h là hằng số. (5.40) 
và khi đó, ta có : 
Ị hưu(or)J„(2r)dr = 0, (5.41) 
J0 


Tiếp theo, ta xét tích phân [ƒ 


() 


ï 


J„(ar)]®dr. Nhân hai vế của (5.34) 
VỚI _- rồi biến đổi, ta được 
dư 


ự đì Y2? ad s g3 
mà r8 ? “=-U“—=V=—wẼ =0, 
dh\ dư : đhr 
Tích phân hai vế và sử dụng tích phân từng phần, ta có 
°U gi z IÌNG) `... 
U = øˆ Ỉ ST | I(r—)” —1u2|| 
/Q ch lị 


„ đủ ca 312 
2 ,2,2Jd _— ‹ ho sÍàa DhïE Số °~ 3° || § 
— (: tt " 2 Ị !'Iq ár) | \( nh, 0 


() 
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dẫn đến 


‹ k đu 2 9.2 22 
2a2 u2dr = "—Ì — (œˆr? — 1 *)u | 
a Ỉ u ( cm ( ) : 


Thay u(r) = J„(ar) và để ý J„(0) = 0, ta được 


Ỉ r[J„(ar)|ˆdh: = xa {2a"IJg(as)Ï +(dˆaˆ — ⁄>)[J„(as)} 
⁄0 Pa ví 
l ) M : 
= s12(as)}Ê + ÍL- ng) |J(as)|P}- 


Từ đây, ta nhận thấy nếu a và ở là: 
se hai nghiệm phân biệt của phương trình (5.38) thì 


“d 2 
Ị F[J„(of)| die =J(aa)}: (5.42) 
JỤ ⁄ 
s hai nghiệm phân biệt của phương trình (5.39) thì 
sa 2 2 
sỡ... TẾ] L 2, 
I r[du(ar)] “tấn = sự — ¬-z)|Ju(as)| _ (5.43) 


e hai nghiệm phân biệt của phương trình (5.40) thì 


: R Ì: „yeu .. | 
Ị rJu(ar)| “di : siuh Ị (ˆa*=®)\J„(aa)]3: (5.44) 
U— 4q" 


Ta xét trường hợp riêng, nếu a, 3 là hai nghiệm khác nhau của 
J„(ra) = U (ấn số là 7) thì 


Ị 2J„(ar)J/(3r)dr = 0 
() 


và F n 
xað q^ 
Ị P|l(œ':)| “tấn = = |Ji(ae)|Ÿ. 
dJụ : 


Sử dụng tích vô hướng (ƒ. 4) = Ị "ƒƑ(r)g(r)dr, ta có 


/Ó0 


(J„(ar), du(0r)) = 0, 
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||2„(ar)||Ï = S |J/(aa). 
Vậy hệ các hàm Bessel sau đây lập thành một hệ trực chuẩn 
{c2/(00)};eN (5.45; 
trong đó À, là nghiệm của phương trình J„(À¿) = 0 và 


P) 
v2 (5.46) 


C¡ = ——: 


' đ./,(À¡4) 


5.4.3 Chuỗi Fourier Bessel 
Từ (5.34), ta có 


dự d “⁄j #Ø 
rm ( Truy (Ai )) + É? : ) J„(Àza=0. 0 <r € 
¡e, hàm Bessel r > J„(A;:) là nghiệm của phương trình Sturm - 
Liouville 
lÍ 
—IP0)w] +[QŒ) +AR()] = 0. r€ [0:4]. 
(1Ú 

trong đó ?(r) = r, QỨ) = =y T› đi) #r;y À = VÉP 

Vậy .7„(A,r) chính là hàm riêng ứng với giá trị riêng À - A°, 
trong đó A; là nghiệm của phương trình J,„(A,z) - 0. Do mục 5.3, ta 
có thể khai triển hàm ƒ thoả ƒ và /ƒ liên tục từng khúc trên |0. ø] 
thành chuỗi Fourier Bessel 


ƒ0)~ 3 aieiJy(Air): (5.47) 


i=I 
với 


v „ đ = ị rƒ(r)c¡.J(Är)dtr Ju[À¿nd) 8Ú, £ 4 1, 'â s‹› 
a2 (À8) 0S 
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55 CHUỖI FOURIER LEGENDRE 
ð.õ.1 Đa thức Legendre 

Nếu ta trực giao hoá tron§ TH 1] hệ = HAT luỷ thừa 
l +. :ˆ, Hs... —1<x< l1 thì ta được các hệ da DHÚC là»: G110, 
Các đa thức cùng bậc của các hệ này chỉ sai khác một Lê m hãng. 
Trong các hệ đa thức trực giao này, ta xét một hệ sau dây (dược gọi 
là hệ các đa thức Legendre `). 


l ỉ 
%(r) = Ì, xêy = mãẽa mm 


là ø và các đa thức này là trực 


Ta chỉ cần kiểm tra 7„ có bậc 
h như sau 


giao. Thật vậy, 7„ được biểu diễn một cách tường min 


l l—1 n (2#)! ,2—1 
T4) = J4 () (2 n)U” 


: l/..(I_ 1l) ›„—n¬ 


— nm=t + 
| (nu -)!1(2u — ñ)!2"—* 


„=[f) 


Các số hạng bậc âm trong biểu thức trên được bỏ đi nếu ta xem 
như (—r)!= % với r nguyên dương. Dưới đây là vài đa thức Legendre 


đầu tiên 
b(+J}=1. it + fñNHe= 
) ` ồ 
Pạ(+) = ga — g4 P(r) SN So 
Để chứng minh tính trực giao, ta đặt ø„(r) - (+? — 1)", Khi đó 


với mỗi số nguyên không âm 1ì < 0, 


;Í “| 
: | 
"x'. (HỆ (và vn 1, — 
L ,(d)#”a mi J,, Độ “bP)£ da s D, 


Ì A.M. Legendre, fiecherches sur I' attraction des sphéroides homogènes, Mém. math. phyS: 
prés. a l' Acad. sc. par divers sav., Vol. 10, 1785, pp. 411-434; Rñecherches sur la figUr€ d65 
planètes. Mém. math. phys., Reg. de l' Acad. sc., 1784, 1787, pp. 370-389. 
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Điều này có thể, kiểm tra dễ dàng nếu ta tích phân từng phần 
nhiều lần bệ đề ÿ rang ø — l đạo hàm đầu tiên của ¿„ (khi lấy đạo 
hàm liên tiếp) triệt tiêu tại hai cận của tích phân, suy ra rằng 

\ 


l 
lũ (#)D)n(%)da =Ú (m<n). 


nghĩa là các đa thức Legendre trực giao. Tiếp theo ta tích phân từng 
phần ¿ lần (#'< ø) thì 


đÏ 
Ỉ tu" (a)uf9(a) da = C1 ƒ tín TÈ)(x)u{'t) („) da 
/J—| J_—I 
“] 
= (-1)" Ỉ trụ (A)u 2") (r) da 
d=Í 
“Ï 
= (2Ñ! Ỉ (1—z) "(1+)" h. 
;”„ 


Cũng theo cách làm tương tự như trên 


“Í n s1 
: (1 rì “hè — Ñ— x)' 'lÑ rộ)? ? lap —... 
Ju-s" +.) da - DA t) Í r) da 


— n{m— 1)...l Ln 
s mini. 0+2) da 


— (n2 22n+l 
(3n»)!(2n + 1) 


1 


3) 


Ãi 
vì thế L ĐPỆ(r)dự =“. 

Tính đây đú” của hệ này (khi được trực chuẩn hoá) được rút ra 
từ đinh lí của Weierstrass, khẳng định răng họ các đa thức trù mật 
trong không gian các hàm liên tục C{—1. 1|, mà C{-1. 1| lại trù mật 
trong L”[—I. I]. 

Các đa thức Legendre có các tính chất sau 


(a) Các đa thức Legendre thoả công thức truy hồi 
(n 1 1)..+l (.r) = (%n T 1)#P,(x) + øh-¡#]) = Ñ, 


——_—_ 


. ————--TTT * 
2 Xem lại mục 1.2.3 cùng với định Ií 1.14 và định Xg 
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Công thức này được suy ra bằng cách lấy đạo HN hàm sinh" 
theo biến u (xem [CHỊ]) là hàm (1 — 2u + u^) mà khi khai 
triển thành chuỗi theo các luỹ thừa của u ta được các hệ số lạ 
các đa thức Legendre 


` =} /24)t + 


V1 — 23uz + uŸ » 


(b) Đa thức Legendre 7„(z) thoả phương trình vi phân tuyến tính 
cấp hai thuần nhất sau 
[q - +?) ) lÌ + m(n + 1) = Ð; 


tức là phương trình Sturm — Liouville ứng với (+) = l—rˆ 
Q(+) = 0, (+) = 1 và trị riêng À„ = = mịn +1). Điều này có 
thể được kiểm tra bằng rách lấy đạo hàm ø + 1 lần đẳng thức 
(+2 — 1)ư! = 2nzu với  = (#ˆ — 1)" và tiữU c nạ 


(e) Nếu ta nhân đa thức P„(+) với một hằng số Œ sao cho hệ số bậc 
của đa thức C 'D„(+) là 1 thì 


"Ï | 
ị [CP,(z)]“d® ĐỤC J QŸ(+)da. 
J~I ¡HJ-Ế 


trong đó Q„ là đa thức bậc ø đơn khởi, ¡.e., hệ số bậc ø là 
1. Thật vậy, Q„ luôn có thể viết dưới dạng Q„(+) = CP„(z) + 
n=Ï l Ha-l (+) +>-' +ih do đó 


n—] 


Ai 2Œ2 c3 
QŠ(+)da = +2 
l§ nữ) 2n+l 2-11: 


và biểu thức này đạt cực tiểu khi Cọ = CỊ = -:- =Ến_ ¡; 0. 


5.3. Chuỗi Fourier Legendre 


Từ các tính chất của đa thức Legendre nói trên cùng với kết quả 
trong mục 5.3, ta có thể khai triển một hàm / thành chuỗi Fourier 
Legendre hội tụ đều, với điều kiện là ƒ liên tục và /' liên tục từn§ 


khúc 
2m + ] 
~ › ) 5.48) 
J thụ (PP Phg, ( 
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=0 g7... 
trong đó | 

1° J2n+1 r1 

lỏn làn nu l§ ƒ().P„(») da, H9 1. lv, (5.49) 


Trường hợp ƒ lẫn ƒ' liên tục 
hội tụ về ƒ(+) nếu + là điểm liê 
r là điểm gián đoạn của hàm Ÿ. 
56 CÁC VÍ DỤ ÁP DỤNG 

Ví dụ 5.1. Tìm các giá trị riê 
toán biên Sturm — Liouville 


từng khúc thì chuỗi ở vế phải (5.48) 
n tục, hội tụ về ¿[ƒ(z†) + ƒ(+~)] nếu 


ng thực và các hàm riêng của bài 


Uˆ+Àu=0, (5.50) 
9(0) =0, 3(x) — w/(x) = 0. (5.51) 
Theo lí thuyết của phương trình vi phân, 
(a) Nếu À < 0, đặt A - —HÈ (w > 0), thì nghiệm tổng quát của 
(5.50) là (+) = Cịc"* + C¿e~"*, và ta có thể biểu diễn dưới dạng khác 
0(+) = CI cosh(u+) + Cs sinh(/z). 


trong đó các hàm cosh, sinh (lần lượt đọc là eoshyperbolie và sinhy- 
perbolic) được định nghĩa bởi 


c"# +} ¿—H† 

'oOsh(/#) = ———— 
cosh(r) 5 

cltf — e~U# 
sinh(/u+) = 5 


Từ điều kiện biên (5.51), ta có 
Œ+ =0. C¿[3sinh(r) — rcosh(0rr)] = 0. 


Để (5.50) không có nghiệm tầm thường ứng với C› # 0, cần chọn 
It thoả 


lÏ 
tanh(/r) = sứ (5.52) 
Phương trình (5.52) chỉ có một nghiệm dương mà +a đặt là ụ. 
I đó, bài toán có một giá trị riêng âm là Au - -/j, hàm riêng 


tương Ứng là 0u(r) =(0 sinh(/“o#') (co z () là hằng số tuỳ ý). 
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(b) Nếu A = 0, nghiệm tổng quát của (5.50) là U(z) = Cư +, 
Các điều kiện biên (B.B1) dẫn đến “ = C = 0. Vậy ta chỉ có nghiệm 
tầm thường, do đó A = 0 không là giá trị rI€n§- ¬ 

(e) Nếu A > 0, đặt À = #Ý (w > 0)› nghiệm tổng quát của (5.50) là 
C1 cos gế + C9 sin re. Các điều kiện biên (5.51) cho 

€q -0. C2[3gim/tT — 4eos/tr| — Ö: 
Để có nghiệm không tầm thường thì „ phải thoá phương trình 
tan <= SH" (5.53) 
< là < Hà < ... Tương 


Phương trình (5.53) có vô số nghiệm /!¡ 
C¿ # 0 ứng với các giá 


ứng, ta có các hàm riêng Uu„() = C251: 
trị riêng À¡¿ = ta @— N.. 

Tóm lại, bài toán biên (5.50) và (B.B1) có: 

() Các giá trị riêng là Ào = —¿ thoả tanh “#gZ = Mu/53) Âu = l6 
thoả tan = //3. n= 3,.... Ề 

(11) Các hàm riêng tương ứng là /o(+) = co sIHH AE; ni = Ca SINH ft; 
Jị « 152. sen 

Ví dụ 5.2. (Bời toán dòng nhiệt trong hình trụ dài uô tận). Ta 
đã biết phương trình truyền nhiệt có dạng 


R, Uˆo | Đ”ù `. Bá 
02 0g? 02 ) — Đt (D.DÁ) 
Dùng toạ độ trụ + = rcosØ.  = rsinØ. s = + thì phương trình 
(B.54) trở thành 
lđNh Øˆo l1 ởu | Q2u Òˆ , 
TH Tu 
Òf Ôr2 lì # sờ "r r2 ` 0g? + Sa): (5.55) 


Nếu nhiệt độ + chỉ phụ thuộc vào r và ¡ thì (5.55) trở thành 


Òe 2o ] ÒU 
—=ñ Xe ) 
ÒI lạp : lo mì (5.58 


(a) Nếu nhiệt độ ban đầu (/ = 0) là ƒ(') và trên mặt trụ r = ° có 
điều kiện biên là nhiệt độ bằng không, ta có " 


1é = () khi Ƒˆ=d. 
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0 = ƒ(r) khi ? = 0. 


“ .. , ` 
Đặt o¿= ‹ (), thay vào phương trình (5.56), ta có 


È v2 ka?t, = -ka2,d T -_} s;1 TIẾT, 
L . lS= kỆc —ka“t— 
( +( : ) 


dr? (lr 


hay 


ANH 
—s †+—- —+(fu =(. (5.57) 
? tír 


Đây chính là phương trình Bessel cấp 0 (5.34). Do đó, một 
nghiệm riêng của bài toán là 

o = Ä#Ế )c th”, (5.58) 

Để thoả điều kiện biên + - Ú khi z - a thì a phải là nghiệm của 


phương trình Js(aa) = Ú. Phương trình này có vô số nghiệm thực 
ai <qạ< 0<... 


Từ mục 5.3, ta có nếu / và ƒ' liên tục trên [U.a| thì ƒ có khai 
triên thành chuỗi Fourier Bessel hội tụ đều 


ƒ0)= 3 AiMl(oir): (5.59) 
;=Ì 


Nhân hai vế của (5.59) với r./¿(a,'), lấy tích phân từ 0 đến ¿, ta được 


Ä; ( rJ091(ar) / | 2J2(a,r)dr 
Ju  Jụ 


) * 
=“—————s | rƒ(r)u(ar)dr 
¿02[Jj(a,a)}ˆ | : (5.60) 


2 (1 
= | rƑ(r)Jo(a¡r)thẽ 
0 


E a3J)(a¡8) 
trong đó, ta có dùng tính chất 
Ị "Ja(nuuP)Jln(aur)dh = Ùy m # n, 
Ụ 


2 
») 


Ị rJ2(ajr)dđr = =2ñ(0e)]”. 
J0 5 
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J¿(z) = —JtŒ): 


Từ (5.60), ta có nghiệm của bài toán là 


, -ka‡t Ta) mí rƒ(r)Jo(rai)4r: (5.61) 
— #2 


0 
(b) Nếu nhiệt độ ban đầu không đổi ƒ(r) = V và nhiệt độ trên 
mặt trụ bằng không, từ (5.61), ta có 


U 3 2V € e —kq; PS Í rJo(re¡)tr- 
E3 _ J?(aœ¡) J0 


Theo công thức (5.32): 


"Ó. lÌ 
| „nrÌ J„(œr)dr = ¬—.. (œ2), 
0 


ta được 
Fe. l 2 ](a¿a) 
-1(ra,\dy = —rd Ñuướt -£—.. (ca). 
/ rJo(rœ¡)d " ¡(œ .~Í “ L 
suy ra 
2V ‹¬ _ra2: thuc) 
BỮA= " . œ¡¿h (aaj)ˆ Nà 


¡=0 


(c) Nếu nhiệt độ ban đầu là e = 0 (khi  - 0), nhiệt độ trên mặt 


trụ © - V (khi r = #) thì bằng phép đổi biến u = V — ø, ta đưa về 


trường hợp (b). Ta có 


2W 


S 
á —k¬^2 4, PƠ/; 
lL —= —— - ka?I 0(mœ¡) : 
a £ œ¡J (ao¡) 


2V K^_-ga3, Jo(re) 
Ha l—= SN ø NHI, UY Ho 5.63) 
b. œ¡J) (aa¡) : 
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CÁC ĐA THỨC TCHEBYCHEEF, JACOBI, HERMITE VÀ 
LAGUERRE 


Tổng quát hoá cho cách xây dựng các đa thức Legendre, chúng 
tạ sẽ khảo sát hệ các hàm có được bằng cách trực giao hoá tron§ 


L?(a: b) hệ 
{vp(z). zVp(a), z2 Vp(z). son lí 
trong đó p(r) là "hàm trọng số” không âm cho trước. 


Dĩ nhiên hệ {/p(). zVp(), z2Vp)....} là độc lập tuyến tính 


. 
giống như hệ {1. +, +”, z3,...}. Hệ trực giao có được là hệ 
{đQo(+) V?(). Qi(2z)vp(+). Qa(z) VD(T)› xa h 
với Q„(+) là các đa thức bậc mà được gọi là "các đa thúc (rực giao 
theo hàm trọng số p(#)"Ẻ. 
Với a = —I. b=1, p(+) = 1 thì chúng ta có các đa thức 
Legendre !,(+). 


5.7 


5: thì ta được các đa thức 


1 
Với = —Ì, b=, p(+) = .n 
vìli—z 


1 
đn() = TP l COS(7 arc€OS +) 


được gọi là các đa thức Tchebycheff †. 
Với ¿= —1. b—1. p(z)= V1-— +2? ta được các đa thức 
sin[(n + 1) arccosz] 


Qa(2) = J1-z 


3 Các da thức ()„ (+) khi được nhân với hằng số thích hợp thì nó cỏ tính chất cực tiểu như 
tính chất (c) (xem trang 136) của đa thức Legendre, ¡.e., tích phân 


Ỉ p(+)(r” bay £” ˆ! +;:: + an} “đã 


sẽ là cục tiếu khi thay hàm dưới dấu tích phân bới p(+)( 'Q„(e)|2 
!,„(¡) là đa thức vì cos z0 là một đa thức theo cos 0: 


› ca " l~ Ñ 
cosn() = co8”" () — () cos~~ 0sin” Ø +‡ ( 4) cos“—†0sin10 — :--, 
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„~l(J—+)P 9 (g>0; p—đ>~I). thì 


3 ` ¬ A3 xyề = tra & 
Vớia =0, b~I1. p(+) a thức siêu hình học, 


ta được các đa thức .Jacobi, hay còn gọi là đ : ‹ 
p(t)=c ”. ta có các đa thức Hermite, 


c_*“. ta có các đa thức Laguerre. 


Với œ¿ = —-oœc, b=oG©, 

"NW'+a=0, 0=, ÿð(z)= ` ¬ 

Dưới đây chúng ta sẽ nghiên cứu chì tiệt các đa thức HANy, Cũng 
như hệ đa thức Legendre, ta dùng định lí Welerstrass Min Ác 
tính đầy đủ trong L”(a.b) của hệ đa thức Tchebycheff và hệ đa thức 
Jacobi, trong đó đoạn (a¿.b) là hữu hạn. Riêng hệ các hàm Hermite 
và hàm Laguerre (sẽ định nghĩa sau) thì chúng ta sẽ chứng minh 
tính đây đủ của chúng với a. b vô hạn như trong định nghĩa các da 
thức Hermite và Laguerre. 
5.7.1 Đa thức Tchebycheff 


Các đa thức Tchebychef 7 


Tạ(u) =1, TA) Z “ng, COS(„ atfccosar) n3 T. 


ky | 
tạo nên một hệ đa thức trực giao theo hàm trọng sô /(') - 


v1—xˆ 
trong đoạn |[—1. I], vì 
j Ta()7„( nh : k‹ 0 019 = 0 với m # 
g4) 4m2) ==== OS M cOs?ml9 = () với m # n. 
jÍ Vi 2 PH-5 Ôn 


T,(+) là đa thức có độ lệch so với 0 trên đoạn [—1. 1| (nghĩa là 
giá trị lớn nhất của |7,(+)| trên đoạn |—1. 1|) bé nhất trong số các đa 
thức bậc › đơn khởi. Thật vậy, ta có: 

Đặt arccosr — 0, và xét các điểm +, = cós k-r/n, kể 0@P 
Tại các điểm này |T,,(+)| đạt max, bởi vì với 0, - —~ thì chúng ta có 

H 
¬ A.. 
T #2} SN: 

Giả sứ phản chứng rằng đa thức Tân (#6 PP dd. ¡t— +. Ngó 

độ lệch so với 0 bé hơn độ lệch của đa thức Ta(#), thì 


z0} — l†,„{.rụ) > (). đa LPT | — lỲ (r1) < (). đụ a) —= hu(ra) > (). - 


? P.L. Tchebycheff, Sur les questions de minim 
pproximative des fonctions, Mém. Acad. sc. Péter 
Oeuvres, Vol. 1, pp. 271-378, esp. pp. 295-301, St. P 


4, qui se ratlachent à la représentallo" 
Sb., Ser. 6, Vol. 7, 1859, pp. 199-291: 
etersburg, 1899. 
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tiếu hàm T„(#) — J„(œ) luân phiên đổi dấu tại ø› + 1 điểm +„, do đó 
sẽ có ¡ nghiệm. Nhưng điều này là không thể vì hàm này là đa thức 


ng M'ệP 
bậc ” - 
Các đa thức 7,,(+) có thể được trực chuẩn hoá bằng cách chia cho 


Các đa thức Tchebycheff cũng là hệ số khai triển của hàm sinh 
¿(x. f) 
II = t2 % 
hi (Ít cÝ—“a=———e . 
u{a ) ZX+*- ‡ 2„.Ti()(29 . 
Với ø > 2, ba đa thức Tchebycheff liên tiếp có mối liên hệ theo 
công thức truy hồi sau 


| 
' đ8el-Í tứ ) — +'Tn (tả + 1 Tn— L8) m(). 


với ø < 2 thì công thức truy hồi có dạng khác 


llAI ] 
Tb(7)=~— dã iÂw) 3 q1) =" 71\(¬) - £# - 09. 
Các đa thức Tchebycheff thoả phương trình vi phân tuyến tính 


cấp hai thuần nhất 
1- #2ìu” — gự + n^ụ = 0, 


không có dạng của phương trình Sturm ~ Llouville (tự liên hợp). 
5.22 Đơ thức djJacobi 


Các đa thức Jacobi? Œ„(p.4..') được xây dựng theo phương pháp 
trực giao hoá với a¿ - 0. b— I và hàm trọng sô 


pt) = + 1(1=a+)P 1 với @ >Ú, p—@ >—I. 


——= 


_ PM 


C. G.J 4o bbl Untersuchun ber die Dillerentialgleichung der hypergeometrischen, 

: -d, : gen uber di 

thà) Journ. f. d. reine u. angew. Math., Vol. 56, 1859, pp. 149-165, Werke. Vol. 6, pp. 
4202, Berlin, 1891. 
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Chúng cũng có thể được xây dựng từ chuỗi siêu hình học (hypar. 


gøeometrtic) 


œ8 a(œ + 1) Ø(0 + 1) 2 „... 


bằng cách thay a bởi p+ n, Ø bởi —n và + bởi q, TI là nguyên dương, 
Vì vậy chúng thoả phương trình vi phân siều hình học 


z(1— z)y"+[y-(a+j8+ 1)z]' — Ø = 0, 


hay 
z(1 — z)Œf + |q— (p+ 1)z|Gn(#) + (P + n)nG„(z) = 0. 


Sau đây là vài đa thức Jacobi 


Go(p. q.z) = 0; 


I\p+1 
Gi(p 25) =1= (0) đề 
2\p1+2 2Y(p#2)(p+ 3) › 
Ga(p.q,#) = 1— ñ) ễ + + Ô) RE H, 
(3\p+3. 2\+3)(p+ 4) › 
Ga(p.q.#) = Ì— 0) l 3 b) -,(EP ạ 


tổng quát 


+l= : . 
ø 4(] _ #)1 p ị" xilà-- (I —— r)"!"#Ƒ. 


Gu(p. 4.) = q(q+ 1)...(q + n— nan 


_— 


Với p - ¿ — 1 thì chúng là các đa thức Legendre; với p = Ú, g= ä 
thì ta có các đa thức TchebychefÝ như sau 
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õ.7Jð3 Đa thức Hermite 


X. lo te biet Hermite” là các đa thức trực giao theo hàm trọng 
ĐC ^ : KỚNc: đoạn —© < + < œ. Thuận tiện nhất là ta định 
nghĩa những đa thức Hermite H,(+) như là các hệ số của khai triển 
hàm sinh /(%,£) = e"!'†?! theo các luỹ thừa của 


: œ 
\ an xuan) Hu(z) 
n=0 


Từ đó suy ra ngay rằng 


9" b(, t) sự" —+2 
lên Y)= ~ — (_ 1ì" „2ú ( 
(+) ôm )¿; = (-1)”e KG 


Từ mối liên hệ Ø(%;,t)/9x= 2/(z, t) và 
9ụ(%, t)/0t + 2( — z)0(+, t) = 0, 
ta có 
H-(œ) = 2nH„_(xj, 


> LÔ 5.64 
Ha+t(2)—2xHn(+) +2nH„_1 `) = 0, ỹ- : 


kéo theo H/(+) +2+Hj(+) + 2nH,(x)=0, n>0. 
Sau đây là vài đa thức Hermite 


Ho(zr) =1, Hị(+) = 9+, Hạ(x) = 432 — 2, 
Ha(+) — Sư — 12+. H¡(+) — 16x — 482 + IPÉ 


Tống quát, đa thức Hermite thứ › là 


(ðx)"”2+ nín — l){n — 2)(n — 3) 


be 20 
Hu@) = (94)”= “TT” Sĩ 


ph” -_ 


› — Đố hạng cuối cùng là 


n/2 nị : = 

(—1)"⁄“ˆ——. nổu n chẵn, 
(n/2) 

q................... 

P5Ấ, Hermite, Sur un nouveau dévelppemen! en série de fonclions, C. H. Acad. sc. Paris, 
Vol. 58, 1864, pp. 93-100, 266-273; Oeuvres, Vol. 2, pp. 293-312, Paris, 1908; Sur quelques 
développements en série de fonctions de plusieurs variables, ©. R., Vol. 60, 1865, pp. 370-377, 
432-440, 461-466, 512-518; Oeuvres, pp. 319-346. 


10-BĐTÍCH PH Ai 
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(= lỆ bà ác 2x nếu L4) lẻ. 


[(» — Ty 2| 
Tính trực giao của các đa thức Hermite được kiểm tra như sau 


œ kín 
J Hạ(+) Ha()c* dạ = ¬N H,„(+) — đụ: - d: L) T1, > TH. 
—©œ© 


"Bằng cách tích phân từng phần nhiều lần, xem lại (5.64) và lưu 


ý rằng c —z cùng tất cả các đạo hàm của nó triệt tiêu tại , ta có 


(té‹* ~TeT 


œ 
ị đ mm (Œ) 8l s2 Qc „—Œ kiểu: =(—1 j££ Lam Ƒ_ Hm- ¡(a TƯ 


)— Từ “—“‹ 
=(-I)"” “.ã Ho(a BE ————d+ = Ö. 


Như vậy, nếu chia các đa thức Hermite cho căn bậc hai của 
% œ 
DĐ) c-ŸyyG V> 
ị Hậ(x)e ” dà = 2mm [ Ho(z)e~* dz = 2"nlV7T, 
.JỞ —OC —co 


3 
rˆ 


ta được một hệ các đa thức trực chuẩn theo hàm trọng số p(+) = e"*”, 
¡.e., các hàm Hermite 


là trực chuẩn trong L”(R). 
5.7.4 Đa thức Laguerre 


Đa thức Laguerre” còn có thể được định nghĩa như là thừa số của 
c—“ trong biểu thức đạo hàm cấp n của z"e~* 


ị" _ 
À —Ằằ# ~†:„—#Y — k{ Tì 
La(®) ( ĐC) É e ) -— 3 (1) ()no — 1) s22 (k +: 1)xÈ 


Ö E. Laguerre, Sur !' intégrale 
Oeuvres, Vol. 1, pp. 428-437, Paris, 1898, 


› Bull. Soc. math. France, Vol. 7, 1879, pp. 72-81; 
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= 2Ð) n{m — 1)-. lẫn -#d lun 


=Y (-ipn-kltft= 1):::(n — E+ 1P „ì„ 
k=0 kì : 
2 D ‹ 
— (lan .n — Tỳ „h"—]Ì n°ˆ(n =1] F "n— r\ 
(—1) ứ Iu Di )ˆ „n~2 —---+(—1) nl), 


ví dụ như 


La() =1, LI(#) = —z + 1, Lạ(x) = x2 — da +2, 
La(x) = —#` + 9+2 - 18g68) La(mì = z° — 16+? + 72+? — 96+ + 24. 


Theo mối liên hệ 


5_ "¬ ,*? = » 3 (-1# 0) đế ‹- 


n=0 =0 k=0 Ằ 
Z3 TẾ SG) 2 Là 
_- kl k cT 3s ' # ng 
=0 n=k k=0 “ 
cT#t/(—t) 
"1:7 


thì các đa thức Laguerre có hàm sinh khá đơn giản là 


eTzt(1-t) 


(+, t) = TT 


Từ hai đẳng thức 


" .... xã .1. 
ha an nn. ng. 


ta suy ra 


Ùn+1(®) — (2n + 1— #)La(x) +n2L„_((e)=0, n1 
Và 


Ln(#) — nhà (+) = —=nha-i(), n> 1 
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và do đó L„ thoả phương trình vì phân tuyến tính cấp hai thuần 


nhất sau đây 
„^+(1—#)W + — Ũ. 


Tính trực giao được suy từ các đẳng thức sau 


Ắ]< "e© ứ' ". 
Ị 6~*z*La(x)d+ = „*——(# c”)d# 
Jụ J0 dat 


| 
— 
~— 
— 
| 
— 
— 
———. 
bộ 
t 
^ 
ì | 
= 
t 
^ 
¬ 
¬^ 
^ 
mì 


và khi chia đa thức L„(.+) cho 


°< : "®% ả" — '% tr 48 ø 
| EỬ ĐhÈ MÃ = Ị (—1)"——(ue£e° hú — øÌ „?e~“dừư = (nÙ“ 
J0 J0 dạn" J0 


thì ta được hệ các đa thức trực chuẩn theo hàm trọng số c ˆ”, I.e., họ 
các hàm LÙaguerre 


| --8k bởi JẾ: È 3) 
Uị 
là trực chuẩn trong L”(0.). 
5.75. Tính đây dủ của họ các hàm Laguerre uà Hermite 
Ta sẽ chứng minh tính đẩy đủ của hệ các hàm Laguerre. Trước 


hết, ta nhân hai vế của đăng thức 


| Ƒ Ki là) 
jQ£, [] = —=—==t “EU CHỦ vo › kế : 


với ‹ “⁄2 thì ta được 


NHẬT ¿ ~ : : " 
NNĐUỆP "Tp Pha), 
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(z) là các hàm Laguerre trực chuẩn 


TC 
ta j3) = HT 
@ny(#) lổ - : 


tron đó 2» 


= 
Với || < 1 thì chuỗi 9 ^/"z„(+) hội tụ trong ?(0. 2) về hàm sinh 
n=0 
n(1: #). Điều này thấy dễ dàng bởi 
là 


œ w 2 1 
J7... ¬ ` 2m 
b (o(. t) = » #a()) da _= lTU 3 lệ v) 


n0 n==0 


_. ] Ki 
/ g°(+.t)dS^ “ẩ: / g(+,Ðea(+)dự = tt, 


Ngoài ra, tập hợp các giá trị của biểu thức a = ÿj(I +f)/(I— !)› 
_1<¿< 1, là |0.%). Do đó, từ các phân tích trên ta thấy mọi hàm 
có dạng + ~ c *" đều có thể xấp xỉ trong L(0.%) với sai số tuỳ ý 
bởi một tổ hợp tuyến tính các hàm Laguerre. 

Tiếp theo, ta xét hàm ƒ bất kì trong L”(0.). Nếu ta đổi biến 
c=c * thì ƒ(+) = k(£) và hàm k(€)/v£ thuộc (0.1). Dùng định lí 
xấp xi của Weierstrass và tính trù mật của C{U. 1] trong EÊ[. 1), ka 
có thể xấp xỉ (trong L”(0. 1)) hàm (€)/V£ với sai số tuỳ ý bởi một đa 
thức 


trong đó 


D„(£] =đụ +: *T qaÊ” + - -- + œn€”. 
Suy ra ƒ(z) có thể được xấp xỉ trong L3(0.) bởi biểu thức có dạng 
VÉh„(€) = €7 */2(na + mịc ” + ae” + cìc + đục ”Ủ), 
mà mỗi hàm trong vế phải của đẳng thức này được xấp xỉ với sai 
số tuỳ ý bới tổ hợp tuyến tính các hàm Laguerre như đã nói ở trên. 
` À k) 3) % h N 
Tóm lại hệ các hàm Leguerre là đầy đủ trong L“(0.) và vì vậy ta 


có đắng thức Parseval 
~ ;C 
` t # Ị ƒ (hy 
/() 


¡z=() 


đ;° + ° . # % = TOÊM Q h ˆ^ ` ` 
Với ‹„ là hệ số của chuỗi Fourier Laguerre, ‹„ - Jo ((t)(+)dt, 
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CHỦ THÍCH. Cách chứng minh vừa rồi gần giống như cách chứng 
minh định lí 2.7 trong mục 2.6. 

Tính đẩy đủ của hệ hàm Hermite có thể được chứng HH thông 
qua tính đẩy đủ của hệ hàm Laguerre. Với một hàm ƒ € L“(Ñ), ta 
phân tích /ƒ thành tổng ƒ¡ 1 ƒs, ƒ¡ là chẵn và ƒ› là lẻ, qua đó miễn lấy 
tích phân trên R sẽ được đưa về miền (0, so). Đẳng thức Parseval cho 
hệ Hermite được suy từ đẳng thức Parseval cho hệ Laguerre băng 
cách thay + = u?. Chúng ta bỏ qua chứng minh chỉ tiết. 

5.8 BÀI TẬP 

1. Khai triển hàm số ƒ(z) = z~?, 0 < + < 1 thành chuỗi Eourier - Bessel 
theo hệ {Jp(As>) uyên: 

2. Khai triển hàm số ƒ(z) = +, 0 < z < 2 thành chuỗi Fourier - Bessel 
theo hệ {2J2(ÀAuz)je® 

3. Tìm các giá trị riêng và các hàm riêng tương ứng 
a)” + Xu = 0, g(0) =0, /Ñm)đU. 0<z<z. 
b)g”+ Aø=0, /(0)= 0, g(r)=0, 071 < Tế 
c) Ụ” + ÀU = 0, (0) = (2), (0) = (2m). 0 1z < 2z. 


T T 
d)”“+ Àu =0, (0) =0, {3) =0. 'U<xz<=. 


e)”+ Au= 0, (0) = /(0), ø(m)=0, ÚU<w<. 


f ”— 2ˆ + ÀAu= 0, g(0) =0, y(m)=0, 0<x+z<m. 
4. Tìm các giá trị riêng và các hàm riêng tương ứng 
a) + Ay =0, (0) =0, 3/(x) — W(m)=0. 0<z<. 
À ' 
b) (r)' +—y=0,y(1)=(c)=0. 1<z<e. 
vŨ: 


s. Hãy xây dựng một họ trực chuẩn các hàm riêng tương ứng với bài toán 
giá trị biên Sturm ~ Liouville sau 


“+ Àu=0. 0(0) =0, @(m)=0, 0<xz<z. 
6. Xét bài toán giá trị biên Sturm — Liouville 


T-IPr)vÍ] + |Q(z) + Àf(+)]u = 0, r € [n, xa] 


(1] 1U(P 1) Ị đ1121/ (1) = 
d211/(t2) Ð d22// (ra) = Ú 
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a) Chứng minh 


Ƒ : J()9?()d+ = [Ì\tee l Q61(øtz)f) 4» 


r2 


~ [P(z)ø(z)ø'(z)] 
b) Suy ra rằng nếu Q(+) < 0 và (111i = (2I 


e) Suy ra răng nếu (+) < 0 và Œ]% = tạo 


TỊ 
= 0 thì A >0. 


= 0 thì A >0. 


ằ ế : .ó 

d) Suy ra răng nếu Q(+) < 0 và m= <0, — < 0 thì À > 0, 
x 22 

e) Chứng minh rằng nếu ø = + ¡„ 


Liêu “ốt ˆ à một hàm riêng tương ứng với À thì 
và e cũng là nghiệm bài toán. 


- Xét bài toán giá trị biên Sturm -- Liouville 


a) Chứng minh rằng bài toán có các giá trỊ riêng là À„ = ø2 và các 
nghiệm riêng tương ứng là ó„ = sinnz,n €Ñ. 
b) Hãy khai triển ƒ(+) = 5sin3zr + 2sin 8+ thành chuỗi Fourier theo các 


hàm riêng. 
. Xét bài toán giá trị biên Sturm - Liouvile +  - 0, (0) = {(x) =U. 
Cho 
2a: TT 
— U<x+<— 
ƒ“)=4{ TT „ 2 
1 5 < t < TỪ 
: \ ` `  T . : (2n—1)2 „ 
a) Chứng minh răng bài toán có các giá trị riêng là À„ - —————— và 


lạ - (3n — l}.r 
các nghiệm riêng tương ứng là ö„ = Vš Sin——=—=,me€Ñ. 


“1 - 


b) Hãy khai triển ƒ thành chuỗi Fourier theo các hàm riêng. 


. a) Hãy khai triển hàm ƒ(+) = xz — +? thành chuỗi Fourier theo các hàm 


riêng của bài toán biên Sturm - Liouville “ + 2 =0. (0) = g(z) = 0. 


b) Tìm nghiệm bài toán ÿ” + 2 = xz - +”, (0) = u(m) = 0. 


- Tìm khai triển hình thức thành chuỗi Fourier các hàm riêng cho nghiệm 


(nếu có) của các bài toán biên không thuần nhất sau đây 
8) J“ =  = sindzz - giã l1z, g(0) = 0n) =0: 

bự"+ TỰ = cos 7ø + 5 cos10+, (0) = /(m) = 0. 

°)ÌW +tự= +? - 2rr, g(0) = (m) =0. 
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11. Cho bài toán biên |(1 — z2)y/']' + Àụ = ƒ(œ), 0 < # . 1, (0) = tờ, và 
ự'() bị chặn khi + — 1; ƒ liên tục và À không là giá trị riêng. Tìm khai 

triển hình thức của nghiệm bài toán theo chuỗi FourIer Legendre. 

12. Tương tự bài tập 11 với điều kiện biên (0) = 0 thay bởi (0) = 0. 


13. Xét phương trình Bessel 


dd. dụ Ụ? . R 
1d hi == 3„zu=UÚ. 0ewe1 (1) 
da lz đế “” TP tắt Sỹ : 
(+). (z) bị chặn khi + -+ 0 (1) 
(1) = 0. (11) 


a) Cho ø(+) là một hàm riêng tương ứng với giá trị riêng À. Chứng minh 


— [ sie@ian Ịư/ / 
do 0 
b) Suy ra, nếu  > 0 thì A > 0; nếu ⁄ = 0 thì À > 0. 
c) Với  = 0, chứng minh À = 0 không là giá trị riêng. 
14. Xét phương trình Legendre 


l 
+ '[ø(#)] de + A[ z[ø(+)]®d+ = 0. 
⁄0 


A.. ờ 
¬.“.- +Ñu =0. j<z+z<]l (1) 
(). (+) bị chặn khi z = +1. (1) 


Chứng minh bài toán không có giá trị riêng âm. 
15. Cho phương trình Tchebycheff 
(1—#?) -xự +Àu =0, —1< x1. 
a) Chứng minh phương trình đó có thể viết dưới dạng Sturm  Liouville 
[(1- z2)!⁄2y] +A(—z?) !3u=0. -1<z< 
b) Với giả thiết các giá trị biên z(1—), (—1'), (17) và (—T) tôñ tại 
hữu hạn, người ta chứng minh được bài toán có các giá trị riêng A„ = 0”, 


l m Ô Thy v va Các hàm riêng tương ứng là các đa thức Tchebycheff 7,(.:). 
Chứng minh răng 


[ Tm(#) Tu) 
] 


(1— z?)1⁄2 dt =0, mớn. 


e) Xét bài toán biên 


[(I -z?)!⁄2y] + nữ —z?) "3= ƒ(@ứ), —1<œ<1 
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16. 


với các tt trị biên U(>), U(—1T}, (1) và (=1 ) tồn tại hữu hạn. ƒ 
liên tục BH tân ở không là giá trị riêng của bải toán thuần nhất 
tương ưng. tim khai triển hình thức của nghiệm bài toán này thành 
chuỗi Fourier Tchebychefể. I 


Cho phương trình Laguerre 


Đụ” +í1i- +) +Àu=0, 0<z<œ. 


a) Chứng mình phương trình có dạng (ec *) +Àc"”=0,z >0. 

b) Ta biết răng bài toán trên với điều kiện biên (01). (0F) < % và 
„1/3 —x/2 \ 2à 
gi Ề " đy(r) =0, z34ˆ2/2V(m) —0 Khi z — s6, 
có các giá trị riêng À¿ =n,n = 0,1,2, 


ã .., các hàm riêng tương ứng là 
đa thức Laguerre L„(+). Chứng minh 


Ị Lm (MỆT ,()cổ dx ŸU m # n. 
J0 


c) Xét bài toán trên không thuần nhất với vế phải là hàm ƒ liên tục trên 
Í0.) thoả làụ ƒ(s)c”*/? = 0 và A không là giá trị riêng. Tìm khai triển 
hình thức của nghiệm bài toán thành chuỗi Fourier Laguerre. 
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BIẾN ĐỔI RADON 


Trong thực tế, ta thường gặp các bài toán trong đó ta cần xác 
định các tính chất cấu trúc của một vật thể từ các số liệu đo đạc, 
mà khi đo không được làm hư hại đến vật thể đó. Các bài toán đó 
được khảo sát về mặt toán học lần đầu tiên bởi nhà toán học .Johann 
Radon vào năm 1917. Radon đã đưa ra định nghĩa phép biến đổi mà 
ngày nay ta gọi là phép biến đổi Rádon, đồng thời ông cũng khảo 
sát các tính chất quan trọng của phép biến đổi này. 

Phép biến đổi Radon không được chú ý mãi đến những năm 70, 
đặc biệt từ khi nhà vật lí Allan M. Cormack đoạt giải Nobel năm 
1979 do các công trình nghiên cứu ứng dụng phép biến đổi Radon 
vào các bài toán y khoa. Từ đó đến nay, phép biến đổi Radon ngày 
càng có nhiều ứng dụng vào các ngành khoa học như: âm học, quang 
học, thiên văn học, địa vật lí học, sinh học phân tử, y học... 
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Cho ƒ là hàm số thuộc tập S các hàm C* — giảm nhanh (xem 
lại tính chất 11 của phép biến đổi Fourier) hoặc ƒ thuộc lớp CŒ(® 
(chương này ta xét d! = 2 hoặc 3). Ta định nghĩa biến đổi Radon của 
ƒ như sau 


®|ƒ](n.®) = Ị ƒ(r.0)ds. Vp€l'R, Võ e |0.2a). (6.1) 
JL 


trong đó 
È=|Í#.)ec RỶ: rcos @ + UsÌin@ — p= 0}. 
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Với kí hiệu phiếm hàm ở là phân 
bố Dierac tập trung tại 0 


\ó, ƒ) = Í 0(a)8(a)4a = ø(0), (6.2) 
⁄R 


thì ta có thể viết lại biến đổi Radon 
của ƒ dưới dạng 


®|ƒ](p.€) = ?*|ƒl(p. ø) = l ƒ(X)ð(p- £X)dX. (6.3) 
JTR° 


trong đó £ = (cos ở, sin2), €.X =zcosó+ sinó, X = (.g). 

Biến đổi Radon viết dưới ¡Ế: (6.3) có thể mở rộng cho trường 
hợp ba chiều. Khi đó, với £ là vector đơn vị trong #°, (P) là mặt 
phẳng có phương trình 


(P) . Ù)—= 'ẾP, Ẳ = cịY + €1 “+ Éaz4 


ta có biến đổi Radon của ƒ/ là tích phân của ƒ trên mọi mặt phẳng 
(P) 
7| /](n. €) =Ẳ, ƒ(X)Š(p- £.X)dX. (6.4) 


Ví dụ 6.1. Tìm biến đổi Radon của hàm số ƒ(+.) = c *” 1. Ta 


®|fl0:£ =, J- —)ä(p — fix — €ay)dadg. 


Đổi biến ) 


có 


SUY ra 


. hay 
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Do đó 
®|{ƒ]Ún. §) = J =j” J- .~(&u=£an)®—(Kew+Éi Đ)” 8(p — w)dude 
œ% œ 
œ œ%. 
=Í II -W#+t')ä(p — u)dude 
œ œ ` 
_. —pŸ II -ụ? “dụ = Ha Ỉ Ẹ “U” sắn = VmcrP. 
J —% J0 


Vậy. ¬ „ 
®[e * ~# ] = Vme . 


Ví dụ 6.2. Tìm biến đổi Radon của hàm SỐ. (W2) = KT 
Ta có 


-Sbz-oc #66 ¬. v 
?[ƒ|(p. €) = | Ỉ Ị e~* =W'~? ä(p— xẾt — UÊa — ZÉ3)dadụd:. 


Đổi biến 


li 1 
u | ẨA|%w 
là z 
trong đó 
& €2 " 2 
A -(§2)/q 4  —(@3)/4@|z 4= V€T*€i. 
—É () £ 
€3/q ti/4 
uy ra 

Ï u 

u| =4 '|› 

z ụ 

với 
&( —&I€›/q -€3/q 
A'=|& 4 U 
€3 —€2É3/q  €i/q 
Vậy 
° 2C "^< "C 3 _ : 
7Z|J](0.&§) = Ị Ị Ị GA '|.ổ(» — u)dudtedu 
J —% JJ— % J--c 
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c In ' dụdtu = = Te—*”, 


Ví dụ 6.3. Tìm biến đổi Radon của hàm số 


l nế ha 
ƒ(+.w)= ` U%$ư«<1.0«“#w< Ì1, 
Ú nêu ngược lại. 


Do tính đối xứng, ta chỉ cần xét ó € |0. nÌ Ta chia hình vuông 
0<+< 1. U< < 1 thành ba miền như lìNH” vẽ dưới đây 


Ta có 


O4 = ONsinO.Va = sino, 


()J3 - ()\[cos MOB COSÓ@, 
BC =OÁ = sinó. 


Do đó, với ó € Í0. TÌ cố định, ta có đường lấy tích phân L nằm 


trong miền (L nếu Ö < ? < sở. Tương tự, miền (II) có tính chất 
NI Ó ŠSÐĐSŠ COSÓ, miền (HH) ) có tính chất COS(@<ÐD< g8HHÓ -E COS @, 


(a) Nếu 0 < p< sim ó thì 


®|/\(p.o) = Ị ƒ(+. u)ð(p — + COSO — U sim@)(Lrdụ 
/(T) 
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: / ƒ(zœ.)ð( P—_—r—ytanó)dadw 
CO5 Ó /() — €O8S@2 


"U/ 
- Ỉ { E— — ytanó,.)dự 


|| 


COS Ó JJụ„ COS Ó@ 
1 p/sin@ p 
— (hụ = E 1 . 
cos Ó /Jọ COS Ø SI1 Ó 


(b) Nếu sin ó < p < cosøó thì 


7| ƒ(0. ¿) = J ƒ(+.0)Šð(p— + cosó — 0sinð)(Erdg 
(11) 


COS @„ COS @ 


1 *UHI 1 
= ị ƒ( , — tanø. 1J)dụ 


cos Ó ức, COS @ 


E |: Ỉ ƒ(z. 0)( _ — tan @)d+ 
(T11) 


l 
= thụ = : 
coS Ó COS Ø@ 


(e) Nếu cos¿< p < sin@ + cosó thì 


] "U.J 1 1 | 
RUI.9)= | ®*=ms “sẽ J độ 
COS 2, COS @ COSỐ đố? sin đ> cot ó 


UI 
1— p/smó †cotó  sinô— cosó + p 
COS Ó SiII@COSÓ ` 


Lưu ý, để tìm ¿, ta giải hệ phương trình 


=1. 
% COSÓ +  sinở — p = 0. 
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TÍNH cHẤT 1. Với mọi số thực s ⁄ 0, ta có 


®|f|(sp. sẽ) = ;®|ƒ|(w,£). (6.5) 


bị 
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CHỨNG MINH. Ta có 
®|ƒÌ(sp, s€) = lI „ ƒ(X)ô(sp — s£.X)dX (6.6) 
1 
“1s sa TY ) )p— €.X)dX 
| 
CHÚ THÍCH. 
1) Với s = —], ta có 
®|ƒ]l(—p. —§) = ®[/](. €) (6.7) 


2) Trong định nghĩa hàm 7?*{ƒ] dạng (6.3), ta chỉ xét biến thứ hai 
là vector đơn vị £. Ở đây, ta hiểu ?|[ƒ](sp, s£) với |£| = 1 như trong 
(6.6). 


Ví dụ 6.4. Cho ƒ(+,) = e-*“~#”. Với nạ = sẽ, trong đó £ là vector 
đơn vị, ta có 


7| ƒ](p. 1) = ®[ƒl(s.". s€) = nịR/IỄ g< ø miVm # 2/Is|2. 


trong đó |s| = (gŸ + nŸ)!⁄2 
TÍNH CHẤT 2. Phép biến đổi Radon là tuyến tính, ¡.e., 
?èÈÍc ƒ + cag| = c¡.®[ƒ] + cạ.7è[g]. (6.8) 
CHỨNG MINH. _ 
Rịaƒ +] = [ Inf(X) + eg(X)lfp= €.X)MX 
_.. l§ ƒ(X)ãp- £.X)dX + nã g(X)ð(p— §.X)aX 


= e¡.R#|ƒ] + ca.7*[0]. 
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5 --... | 1. Do VÀ 1Ý Ố SG "ống  g yốớểổöaằ 


TÍNH CHẤT 3. Cho A là ma trận vuông cấp 2 sao ho det A z 0. Đặt 
B= Ar!, P' là chuyển vị của ?Ø. Khi đó, ta có 


®[/(AX)](p.£) = |aet B|I/l(. B). (6.9) 
CHỨNG MINH. Ta có 
R[/(AX)|@.£) = | I(AX)8u~€-X)4X 
Đổi biến Y = AX, ta được X = DY và 
®[/(AX)](p,£) = |det BỊ. l f(Y)ð(p- €.BY)dY 


[det BỊ: l ƒ(@)Š@-— B'€.Y)dY 


= |det B|.®|ƒ](ø. B'). 


|| 


Ví dụ 6.5. Tìm biến đổi Radon của hàm số 


Ji) = e—(axtby)S(cr+dv)⁄€ quế” bc Z0. 


Đổi biến 


Đặt gíu,t) =e””—”, ta cô 


u = d1 + bỤ, 0 = ca + dụ, 


- l Í —Ì 
B=A= § ).dag=r 


qđ—bc (—c  q 


®[ƒ|(p. €) = ® |u(u. e)|Ú. £Jj= |det BỊ.®[s|(p. J'£) = (Vz/ls).e "I£_ 
với |s| là môđun của vectơ !§. 


CHỦ THÍCH. 
1) Nếu ? là ma trận trực giao, ta có 83~! —- Ø! - A4 và |det BỊ = 1. 
Do đó công thức (6.9) trở thành 


®[ƒ(AX)](p.£) = ®|ƒ|(p, 4). (6.10) 
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2) Nếu 4 =AJ, A€R\ (0) thì B = 27 = P*jldet B| = -D, và 
, + ã= A2?" 
®|[ƒ(AX)](p,e@ = Ä1 
[fAX)](p,£) = s®fl(ø.Š) =3R|flAp.£). — (611) 


í dụ 6.6. Ch =0 Sau” 
Ví dụ 0 ®|e*”~#] = /Re~P?. Khi đó, ta có 


Rịc ° /099~02/0øan = KkOWhbok 


Áp dụng công thức (6.11) Với À— 


——=-; tñ được 
" 
..., 
®ịc 205 3m] = 0V2rc~P 203. 


Tương tự, ta có 


®[e-"Œ +) =Ñ (c~Œv”)?~(uva)? — “1 „—mp2 __ —p“ 
Ì=Jg-Vne nh = cnẺ, 
Ví dụ 6.7. Tìm biến đổi Radon của hàm số 


ft.) = œp|~( )* ~ (0)?I. 


Đặt ø(+, u) = e~”ˆ~*?, Ta có ?|ø|(p.€) = #e“?”. Đổi biến 


VỚI 
Am. .% sỹ. (0 ỦY _ 
A= 0 nh siớn f 1 lc 
det Ð = ab. n„= BÍ£ = (acosó, bsinó). 
Dùng công thức (6.9), ta được 
R|fŒ. 1)|(p. &)= ®[u(u. “ €) = ab.®|gÌ(p. B'§) = ab.7è{g|(p. |nỊ|€) 


J) 
¬.. Đ —. pˆ 
_—= : =— Vf©XÙD( TT) 

7|zÌ\ mŠ || nP) 


VỚI |n|2? = ¿2 cọs "" Ộ. 


'"BETÍCH pHẬN 
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Ví dụ 6.8. Tìm biến đổi Radon của hàm số 


1 nếu C)' 0) +1 
TÊà U) = 4: 2 U 2 
hi 477 sả 
0 nếu () + - > 


Ta xét hàm số 
lau ¡1 nếuz“+ 1Ÿ S 1; 
U,1J) — à £ ( 
kiêu U_ nếu +? +4 ? + Ì, 


Lấy tích phân trên các đường thẳng L: +cosóø + sim = p, tà 
được 


7è|j|(p. œ) = j g(%. U)(ls = Ị ds=2v1—p2 nếu |p| < 1. 
JL J,\ 
Z#|ø|(p.) = 0 nếu |p| > 1. 


Bằng cách đổi biến như ví dụ trên, ta có 


7®|/(z. w)](0.§) ~ ®|u(u. e)](p.€) 


qab D 
=m—UU| lá 
DO Tàu 
2ub D 5) 1 ý D 
—-lÌi- {—) lXÝŸ nêềÄ|- 1, 
_J]mïU! tị) #Ƒ sổ) 1< 
Ụ nếu |“ >l 
r] 


TíNH CHẤT 4. Với ¿ € &“, ta có 


®[ƒ(X - w)|(p.£) = T&|ƒ|(p — §.a. €). uy 
®[[LX + a)](0.É) = ®[ƒl(p + €.a.€) lá 


CHỨNG MINH. 


?|[ƒ(X — +1)| (p, É)= l Ƒƒ(X - a)ð(p - €..V)dX 
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s JÚ )ồ 0— €.a— £.Y )JY 
l =RỤ/| (p— Ệ.d, €). 
Tương tự, ta có 
®|[ƒ( (X +4)Ì(p.e = ®|/\( (p+€-a, &). 
: ® 
Ví dụ 6.9. Tìm biến đổi Radon của hàm 
' 1 : 2) 
Jưết) - -— ..u[ (2—+)” (y—: 
U) — cxp| = am c 
Từ ví dụ 6.6, ta có 
ví. ®* € 2 
R|ep(— so — vết ơV2mexp(— 2). 
Từ tính chất 2 và tính chất 4 suy ra 
l . (œ — a) _. — b)? 
kÃ 2m02 sxb|= 2ø2 2g2 Jj ©) 
s— _ p~ a€o0só — bsino)2 
" l "¬ẽ (p — acosó — bsin ó)ˆ 
SIP =-9P| HN ơn / 
TÍNH CHẤT 5. Ta có 
0 F(m, 
8D “lụ ÈÌ — #6gd.. Thị p,€), 
`. (6.13) 
0ƒ(œ. g) RU | 
{- PP }Áp.€) lIN: 0p (p. ). 


trong đó € = (cosó. SIH1@). 


Ví dụ 6.10. Cho hàm số ƒ và toán tử L định bởi 


lìm 03 Q3 
L — n + 0x02 L k 0ụ3` 
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a3 £ a3 sả £ 
na 0. Là 2 


xiên : 0+2 0u? 


Do tính chất 5, ta có 


F đi _ 
®|LfÌ(p.€) = (€ + €€ + 4£). TÊN (p,€), € = (ên: É2): 
TÍNH CHẤT 6. Với } = 1, 2, 
ae RIfÌlp.£) = =a„®l r.Ƒ], X = (l2): NHÀ) 
Qềt. 


CHỨNG MINH. 
) : Ð sưng xà 9 SẼ 
®|/](@) - 2£, l2 ƒ(X)ð(p- £.X)dÃ 
⁄, /(A Đpp ðfp—€. X)dX 
le” NI, )ð(p— €.X)dX 
do áp dụng công thức sau: 


TIẾP ¬ : 
Đế,  tP~ €.X)= —à kon2= K^ ). 


CHÚ THÍCH. Công thức (6.14) vẫn đúng trong trường hợp |£| không 
là vector đơn vị. 


Ví dụ 6.11. Xét hàm số /(+./) - © "”ˆ, Với £ không là vector 
đơn vị, dùng tính chất 1 ta có 


Z®| ƒ](. Ệ) - | ` ö "ð(p — £l, — Êa0}d rầu 


Tin 5 : 

li” Víj té 

" ì 2 
vi ¬ =gU}dudụ 
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1 2 
— T===;sV7exp(———.), 
vững ga) 
Sử dụng tính chất 6, ta có 
0®|ƒ],„ l 
Ö&\ (›. €) = V(— 2)(€ +) ” “.2£Ie -”” /tĩ €2) 
_ +_—_VT -p>/(c?yc$) - 2p & 
vVti+@ (€ƒ + £j)° 
= ma? H618). (cŸ + đ3)”5/2 (2p? — c‡ — c3). 
Trường hợp |£| - 1, thì 
JR[ƒ | 
_ = Vñcos ø(2pŸ — l)c h. 
S 
CHỦ THÍCH. Tổng quát hoá công thức (6.14), ta có 
g— RỊU, Ò In, 
à m, 
0€l'2€) (0.&) - SĨ 0p) TẾ ULÌN 9)| (6.15) 


TÍNH CHẤT 7. 
Xu + h} = 7g] + ®È|h| = L. ®|ø](s.).7€|[g|(b— s.£)ds. — (6.16) 
CHỨNG MINH. Đặt 

J=jwl= l 0 )h(X—Y HD X.Y eR2. 


Ta có 
RIfø-.& = Í ([ „919M(X = YY)ätp =.XjMA 
| (J h(X —Y)á(p — €.X)đY)u0')d, 
Đổi biến Z - VY - Y', ta được 


?è[ƒ|(p. €) = | (. h(Z)ð(p— €.Y — €.⁄)4Z)ø(Y)dY 
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=Ắ, ®|h|(p — €.Y.£)0(WV)đY 

= J( (` ?|h|(p — s.É)Š(s — €.Y)ds)ø(Y)dY 
R2 `J —œo 

= Ƒ Ư s8 &Y)4Y)Rihly~ s96 


J—oœo JR? 


= l ®|ø](s. €).7€(h](p — s: Ê)ds = ?|o] * 7«{h|. 


6.3. NGHỊCH ĐẢO CỦA BIẾN ĐỔI RADON - 
6.3.1 Trường hợp hơi chiều 


Định lí 6.1. Với ƒ xúc định trong R2 thoả ƒ € S hay ƒ € C@(ÑŸ). 
Tq có 


j¡ #£° =1 ởR[7] 
BÍ tø, HÃ seo =ƒ.Ă= l 6.17) 
Jtœ, 0) a2 J.. đó J 7 ma” —-_— (.€)dp ( 
1 07| ƒ] 
Ụ : .&)(Ìp. : 
Sự =c D— r€Os(ð — 8) Òp Ún 6)éP KGLÔÒI 


Các tích phân IÑ ở trên được hiểu theo nghĩa giá trị chính, uà 


€ = (cosớ.sỈnd),  = =IÄI. 


CHỨNG MINH. Ta có 


l ƒ{WV)logl€.Ÿ - x)|dY (6.19) 
= b ÄđYƒ(Y) Ụ (log |p|).ð(p — €.(Y — X))dp 
= Ề (log |p|).2|ƒ](p + §.X, )dp. (6.20) 


Lấy tích phân đẳng thức (6.20) trên đường tròn đơn vị € C IR? và 
sử dụng đẳng thức sau (xem [CHỊ) 


(r)?/(X) = Ax | — 4€ | JÙ)IoslD'=X)MY, — 68D 
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02 a2 : 
rong đó Àx = 2z Ð 2y là toán tử Laplace, 
Từ (6.20) và (6.21) suy ra 
TU. =Ax = 
(0z) X) = Ao Jiếi=i đệ J.t IP|)-?&[ƒl(p + £.X.£)dp. — (6.22) 


">= 


bạt I(X) — ƒ 


ư--QO 


do |p|)-7È[Ƒ](p + £..X. £)dp, thì ta có 


so : 
;IÊ\ 0“®|ƒ 
AxH(X)- Ị log |p|— lHInG: €.X,£)dp, 
J .-% t 
trong đó kí hiệu t là biến. thứ nhất của hàm ®|/|, ¡.e., biến được gán 
giá trị P † €.X. Trong đẳng thức trên ta đã sử dụng cách tính đạo 
hàm của hàm hợp: 
Ax®l/fl0+€.X.€) = 


- In t-X.Ô (na , Đ/RỤ]u + €.X-€) 


0+2 (+. 0) 0ụ2 (mr. ) 
„0 R7] 0?®/| 
- Ép +£-X.9 S— 5 (0+ £.X,É). 
ˆ Bằng phép đổi biến p - ! - £.X, ta có 
Ra )?TE 
ÂxÏ1(XÃ)= Ỉ (log |f — #wn 2n l(:Ê)d 

— ƒ“ 1 R1 
= ——*'(p,Ê)dp, 6.23 

” IR p—€X Ò) (p.€)dp ) 


trong đó có sử dụng tích phân từng phần. Ngoài ra công thức trên 
còn được hiểu theo nghĩa tích phân giá trị chính, i.e., lim„... —.- 


Thay (6.23) vào (6.22), ta được kết quả 
' =1 — jR/|, 
N== ———- ~(p,t)dp 
Ƒ(X) = — P L p—Ệ.X Òp 


PL 
1 /2 "2o g®|ƒ 
| PP do | __. : “Mụn 
-ự | „9| „p-€ Xứ 
"`... 2 0®|ƒ 
L ƒPu Jin... 2RIu €)dị. 
¬- mm) (lọ `-~ ' COS(@ — 0) 0Q) 
' Ù °c 


trong đó £ - (cos ó. sin@). + = roosf, g — T5MM 
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6.3.2. Trường hợp ba chiêu 
Định lí 6.2. Với ƒ xóc định trên R thoả ƒ c8 hay ƒ (C2, ta có 


ƒ@#)= “gÀx ®&|ƒ](€.X. €)‹i€ 


J|£|=! 
1 : ở “KHỮ|, 
=——— X.e)d 
8m2. lệ|=I Ôp2 (€.X. 94 
"271 
=——— d [do | Cố lủ "¬ (€..X. §) sin0(40. (6.24) 
0 
trong đó 
0Ẻ "N.. lộc 


sở €2 
X =(+,w,z),É= (sinØ cosó, sinØsin ó, cos 0). 


CHỨNG MINH. Ta có 
l ƒ0Ÿ }L|EẢY = Ä jláy = l x0) | |p|.ð(p — É.(Y — X))dp 
= | dp|p| Ỉ ƒ(X+Z).à(p—€.Z)dZ 


=| Ip|-R|f|(p + £-X. £)dp. 


Lấy tích phân trên mặt cầu đơn vị C2 c RỶ, ta được 


L.. [,r0Ikữ =X)aY 
|€|=l JR3 


_ (6.25) 
= Ị 4€ | |p|.7‡{ƒ]o + .X. €)dp. 
J|e|=l  J-% 


Sử dụng đẳng thức sau ([CHỈ) 
_16n?/(X) = AxAx | _ Ụ ƒ0).|£(Y ~ X)|dY, 
J|ệ=lI J3 
thì (6.25) trở thành 


—16r2ƒ(X)=AxAx |... (dl£ Ề Ip|.7#|[/]Uo + €.X, €)dp. (6.26) 
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l§ Ip|.##lƒ] + §-X. §)đp = Ề | - .X|.®|/l(. £)di 


> €Xx 
5 | (Œ= §.X).®{ƒ|(t.£)4 - ị (— €.X).®[/I(t.£)4t. 
J£.X 


Suy ra 


Ai. Ip|.7#{ƒ] + §.X. 4p Ax (t— £..X) .-R{ƒ\(t.£)d! 


£.X 
=Äx j ( - £.X).®|7](.£)1 
= 2|£|.#|ƒ](£.X. €) = 2{/](§..Ý.€): 
kết hợp với (6.26), ta có 
/(X)= =ggA xj 4 ®|/](€.X. €)dệ 


1 ` Ø?⁄? 
=— cị X17] 
8m^ ˆ Jlj=\ ỞP 


(£..X, £)d£. 


Dùng tọa độ cầu € = (sinØcosó,sinØsinø2.cosØ) với Ø € [0.7], 
ó€ |0.2n], đệ = sin0d0dó, ta được 


1 27 "TT 8ƒ] 
sứ | 0p° 


TẢ )=—=zc (€..X. €) sin Ø8d9. 


8z? Jo 

d 

633. Quan hệ giữa biến đổi Radon 0à biến đổi Fourier — 
Định lí chiếu cắt lớp 


Định lí 6.3. Cho ƒ xác định trên Ñ", n = 2, 3. Giả sử Ƒƒ cS hay 
Í CỨ, thì 


Z¬ƒ(s£) = ị ®[ƒÌ(p. €)c~'?"*Pdp, (6.27) 


ĐC, ƑLX)c 2 Xã 


trong đó 
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Ị Ta {Ìkj¿ nen (k. 
Lầu 


se, € là 0ector đơn 0‡ trong lRỲ. 


CHÚNG MINH. Ta có 


k)-Ự, /(A 127k. N 


: Ñ ‹HI [ ƒ(X)c 12m 'đ(p— k.X NV, † € lR. 
Thay k = s£, f -- sp; với s€ R, £ là vector đơn vị trong 8”, ta được 


2 „Ï Le£) = lể lễ (lp j /ƒ(X)c. !2"*PÄ(sp — sẼ..X)(LX 


= J. th] —1278J) h : /(X)à(p = €.X )_V 


—H”ủ 


" ®|ƒÌ](p. €)© THÊ ÉP VẬN), 


CHỦ THÍCH. 

(1) Ta thấy vế phải của (6.27) chính là biến đổi Fourier một chiều 
của Z|/| theo phương bán kính. 

(2) Từ (6.27), ta suy ra 


Z|/]U›.) : Ị T„f(s€)c! 2” Pds. (6.28) 


Như vậy, ta có thể tìm biến đổi Radon của ƒ nhờ biến đổi Fourier 
ngược theo phương bán kính. 

(3) Dựa vào định lí chiếu cắt lớp, người ta đã xây dựng nhiều 
phương pháp khôi phục hàm ƒ/ từ biến đổi to-NG của ƒ (ví dụ như các 
phương pháp của Bracewell, Klug, DeRosier... ). Các phương pháp 
này gọi chung là phương pháp Fourier trực T 
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ví dụ 6.12. Dùng định lí chiếu cắt lớp, hãy tìm biến đối Radon 


—xŸ. să 
của hàm ƒ(Œ. ) = € * ~w,, 
Ta có 
+#sƒ(u và l e~+“-w° G— 12+) qju 


keo) : = 
= » TT“ —12TTt.r An, 2 s2(a;2 +2 
^ e “ra | c I2T0W uy — mọi” 4 (uˆ“++ ). 
Ai d~œo 


Z›2ƒ(su. s0) = To 1Ễ92(02+u2) 


?|ƒ](: u. h)= lự | Z;ƒ(su. se)! "5P(Js 


Sở 2  ) 3 ») 
— đi Ế 5⁄4 (0 +0”) i24). 


⁄J—œc 
- lũ ( b° ) 
— Vu2+ ø2 c4, u2 + 27 
Với € = (u. ©) là vector đơn vị, ta được 
®|/],€) = Wmxe"". 
Ví dụ 6.13. Tìm biến đổi Radon của hàm 
f(œ.w) = (a2 + w2)e re +), 


Ta có 
#zƒ(u, 0) = Ễ =U“+ ñUJỂ HỆ FẾ 


Suy ra với £ = (u.ø), |£| = 1 thì 


s.. 
Z#„ƒ(\su s0) = (- ~ °), 
đo đó 
®|/l(p.£) ˆ Ỉ TẢ — 9c huy 
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1 2 bư 2 —7rs2 ả ` 
=—e "P —2 s^c"* cos(2msp)dls, 


T J0 


trong đó, tích phân ở vế phải cho bởi Gradshteyn và Ryzhik (1965). 
Qua đó ta thu được kết quả 


, _ I —TTp“ 2\_-mp3 —_ d D) „—np? 
®|/lU.€) = "ở đn P xẽ. } = b Ejp}t : 


64 TÍNH KHÔNG CHỈNH CỦA. BIẾN ĐỔI RADON - CHỈNH 
HOÁ VÀ ĐÁNH GIÁ SAI SỐ 


Để đơn giản, ta chỉ xét bài toán trong trường hợp hai chiều. 
Xét phương trình toán tử 


RỆ = T[/| = g. (6.29) 


trong đó g€ L(Z.W~!) là hàm cho trước, 
L2*(Z,W-l)= Lư | § 0. s)W 'JØds < .} 
JCxI 
C là đường tròn đơn vị, II” là kí hiệu của hàm s¬ v1 - s3, 
ƒ€L(B) lên ƒ '(+. g)d,tdụ < ~} 


là hàm cần tìm, ÿ là hình tròn đơn vị. 
Theo [NI, tr. 154, thì 


cuen 


Ƒ= Š bà > mì (0. 0u)  mẫy 


Trì —= 0 |I|<m 


trong đó 3 là tổng lấy theo tất cả các số nguyên ! thoả ! 1ø chẵn, 
|Il<<rm 


Xạm - 2V7/( th” E ). 


Xét trường hợp vế phải của phương trình (6.29) bị nhiễu một đại 
lượng z„„¡, nghĩa là 


g = Ø *† S0. 


Scanned by CamScanner 


-„ TÍNH KHÔNG CHỈNH CỦA BIẾN ĐỔI RADON VÀ ĐÁNH GIÁ SAI SỐ 173 
34 


Gọi ƒ° là nghiệm suy rộng tương ứng với g°, ta có 


DU Pu SH SE 
l, (B) m 2Va 


Vậy, với 0 đủ lớn, ta thấy |ø° - 0|L3(z.u'-') = Ê rất bé, dẫn đến 
lê ƒ| = £ vWfe-+ 1/(2/z) rất lớn, ¡.e., bài toán giải phương trình 
(6.29) là không chỉnh theo nghĩa Em mai ¡.e., nghiệm bài toán 
có thể không tổn tại; nếu tôn tại thì nghiệm có thể không duy 
nhất; một sai số rất bá trong dữ kiện dẫn đến sai số rất lớn đối với 
nghiệm. 

Có nhiêu phương pháp chỉnh hoá bài toán. Ở đây, ta xét phương 
pháp chỉnh hoá bằng cách xấp xỉ nghiệm bởi một chuỗi hữu hạn. Ta 
có định lí sau 


Định lí 6.4. Đặi 


œuen 


Jug - ứì = - > D, Am ( g; 0m1) Nă: (6.30) 


im=0 |I<m 


trong đó n là số nguyên dương thoả 


nu NỚ SE T16 + 1¿ (6.31) 


- 
£E 
c 


Giả sử ƒ thuộc miền gió trị Range Il, của toán tử T* lì, I* là 
loán tử liên hợp của R, uà |g` — g| Š °: Khi đó 


|/Z— f|<Œvs: (6.39) 
UỚI 
‡ = TU : (6.33) 
CHÚNG MINH. Trước hết, ta có 


l2 = #2) = |#uø _ 1„0| = = |##„( g` — 9)| 
|f#a|. |ø — g|= = là t vu XUA — g| 


mm v01 1. 


LA 


[n1 
— (6.34) 


— ĐẠI, 'lự —|= g - | Š 5V Tr 
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Với mí > + 1 và |Í| <m, ta có 


x1 (0: øm)|Ÿ s Am'|(0: øm) | 
=Asdl(R/,Aml.Rfo)|Ï = Am |, RẺRfu)ƒ 


=ử. "`|Ú W VÀ) J”= = A„ |( LẺ ầm) Í ` 


mì 


Àjm À 


trong đó, ta đã dùng các đẳng thức 
HIẾN, = Xmfnifa IP l lì = An Thun 


Vì ƒ€ Hange ?*"?. nên tôn tại ƒ € L?(D) sao cho 
I" No = 


::1/711Y 


SUY ra 
Am | f. f)|. Kế lđŸ° h8 Rá) Ủ = 
Am |(/ø- lu Enh) Í TỶ (ƒ. Ẩ ớt ) Í . 
Do đó 
 W lấn - JÍ< » Ằ Âm (ƒo. „| 
mn+l |Il< Ý?n 
< S` ` A2|(o. J4 Thiu|. 
mì=0 |il<m 
hay 
lin — fl < An | |ft/o| = 2|F'ƒo (6.35) 
Từ (6.34) và (6.35) ta được 
nể : : : € " n+Ị 
|/Z — đai + -/|< ) + 2|?.Ð| 


lô =1 
Với ø¡ = ø(c) xác định trong (6.31), ta suy ra 


E— + KIn Ác 
_ 
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;s ÁP DỤNG BIẾN ĐỔI RADON ĐỂ GIẢI BÀI TOÁN CAUCHY 
ˆ nạ tính chất 5, nếu ⁄ là toán tử tuyến tính với hệ số hằng thì 
li) lội lộ) . Q Q Q 
` —:— = | ly uy ly = "'l(p. €). (6.36) 
£|(gn Òụ SHÌi (tiợ- 62, )®I/|0 €) 

Nếu có thêm biến thời gian !, khi đó toán tử tuyến tính L có 
Vu 0 0 0 0 
L = LỆ. ¬.. ` na) j: 

QA Oụ Òz 01 

Xét hàm u(Ý:f) - u(+..::f), ta cùng có kết quá tương tự (6.36) 

m 9 v0 (0,2 


Cị— .£a——: K25 .&:†) (6.37) 
Ship Qp "9p .. Izl(p-§ 


®|Lu] = r{ 


Ví dụ 6.14. Với 
8ˆ : 0 9 : lộ) Đ. 0° 
L=gạy2 px ðtL' 0uấp: đi 
ta có 
nói Ö 0Ö Cu £, ko RNh ry "®lu|(; ti, 
Z|Lu] = (đạp + lập S263 5 L8) [ul(p.€: 


trong đó | | 
#|u|(p.€: f) = Ị “U(: t)ồ(p— €..X)ẲXN. 
J7&2 


Sau đây, ta xét bài toán Cauchy: tìm nghiệm u(.Ý:f) của phương 


trình j s. M 2 
(a: kÃ ¬ Ệ (6.38) 
0x `0y)9z 0 - 


thoả các điều kiện ban đầu tại ? = 0 như sau 


ở v:0) =i, 0<i<mt= 2, (6.39) 
DIƯNG 
;im — Ì = 6.4 
Tm=r(X:0) =/(X), Cu”) 
⁄ — 


trong đó „; là bậc của đa thức 
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Áp dụng biến đổi Radon vào (6.38) - (6.40), ta được 


3 
L(tip62 2n: }#lfp.&) = (6.41) 
“Họ .&:0)=0,0<1<m~9. (6.42) 
g"m"~ l7 
men 0.0) = ƒ(X). (6.48) 


Ta thấy phương trình (6.41) là phương trình đạo hàm riêng thông 
thường với một biến không gian ; và một biến thời gian /. Do đó, có 
thê giải bài toán (6.41) —- (6.43) bằng các phương pháp quen thuộc 
để tìm 7‡|¿|, sau đó suy ra w nhờ công thức nghịch đảo 


: 0*®[u| 
Ñr? J|£|=I öp2 


u(X:t†)=— (€..X. €;†)d€. 


Ví dụ 6.15. Xét phương trình sóng (với tốc độ truyền sóng là ‹) 


ma. 
8x2 ðØw ` 8z? c2 2ø, 


và các điều kiện ban đầu là 


u(X:0)= 0, u;(X:0) = c— 22-222, 


Áp dụng biến đổi Radon vào bài toán, ta được 


Ö” L Ø0 
? ` 2ø) Rlul(» €:t) = 0. 


lội 
Z®|u|(j›. €: 0) = 0. s; RlwÌ(p.§:0) Tre ĐỀ, 
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Ngoài ra, ta có 


22#R|uÌ,.,_ 1 Ø?ẦR|u | 
2*It|(p Ệ;£) = ` E4, LỎ) =|t = ct)e~(P~eœ° —(p+ Mang : 


0p? 8¿2 
sUÿ ra 
: ] : : 
u(X:!) r _ 8m le|—I {.X = cf)e~ (-X ~e) — (€.X + ct)e (X+) lo 


66 BÀI TẬP 


.A° —‹ » Ề ` 
1. Tìm biến đối Radon của các hàm sau 


I—z?~ÿ?2 vớiz?+2 <1 
a) ƒ(, U) = š + 
0 VỚI #ˆ † 2 > 1 


1l, zø?Ở+ˆ<\ 


b) ƒ(.) = ¡ số: 2 S3 


c) ƒ(r,U) = 2e~3*°~ŠW” — Ae~#)/1~v`/9 
d) ƒ(œ..z) = e~(Œ~#)Ÿ=(y—b)?—(z~e)° 
e) ƒ(#.) = ñ “HP HÔI Gốc 


0 với z? + ˆ >1 


(1-z?-y)*}! với z2+ 2 <1 


: › m5 
0 với z? + 2 > 1 ) 


Ð ƒ(. 0) -{ 


1l, z?+zˆ<f 


8) (œ,) = 5e~* ~ˆ — äx(œ,) _ với X(%,0) = Ẳ Kha 


2. Cho 4 là ma trận cấp ba không suy biến và Ö = A” !. Chứng minh 
®[X + ƒ(AX)] = |det B|ZR|/l(p, B8), 


trong đó ƒ là hàm theo p € R và vector đơn vị € € RẺ. 


8 Với X clR?, chứng minh 


Ị € 
RỊX + /(AX)|ø£) = szR/lÍnx) À€RA(01 


'~BĐTÍCH PHẬN 
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4. Với X,uac RỶ, chứng minh 


®|X + ƒ(X - a)](p.€) = 7®|f](p ~ dễ. Ê): 
?®{X + ƒ(X +ø)}Áp „€) = ®|[ƒ](p + a€. €). 


5. Cho ƒ = ƒ(+.,z). Chứng minh 


lôi g?® 
R[5f]u.9 =&“ 0á6) 
lôi g% 
[D1 |0.9 =6“ y lp.€): 
A|5/]u.Ð =6 0É) 


trong đó £ = (€¡.£›.£s) là vector đơn vị trong RỶ. 
6. Cho hàm số ƒ = ƒ(z..z) và øac RỶ. Chứng minh 


_ 


®|a.V ƒ](p. €) = tuếi” (p.) 
š cả, 9ƒ ö0Ƒ Oƒ 
trong đó Vƒ = ( A02) 
7. Cho hàm số ƒ = ƒ(+..:). Chứng minh 
ở°®|ƒ 
(A/lo.e = “ hứ® 
Đ 

02 

trong đó Âƒ = = + sử = 


8. Cho hàm số ƒ = ƒ(z..z:f) thoả phương trình sóng 
6ƒ Ở#J 0? ởí 


2 0r 0 — 0:3 


Chứng minh 


9. Cho biết đa thức Hermite !/„ thoả công thức Rodrigues 


_"” - k lạ) “ ẻ 
e~ Hg(f) =(—U  ) eTỦ, 
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10. 


13. 


= 


16, 


Hãy chứng minh 


7{(t.0) => Hv(+)H(u)c *? 


trong đó € = (cos ø.sin ö), 


Chứng minh 


®{(+: Ụ) Hu(Ar) H/(Au)c Ai rà 


. Chứng minh 


| ở)›m 
( ) RTHUu(A+cAu)cTAÌG? 2) ( 


Öp 


Àm 


trong đó 


=Ú ]p.€) —= V(cos ó)“(sin ø)te~P" Hị, LiẤp); 


W.€) = 


T 
—Í€Ge “5S \Ÿ'/..› 32 
Ạ (cos ö} (sin œ)c A*p Ty (Ấp) với Ac E\ {0}. 


P.Ê) = 


—... 22 
COS @)(sS x_NN 
(cos @)Ÿ(sin ó)!e~^A?» lui: m(Ap) 


: me. 
Hri(Aa : ÀU) = Và TR#) HiAw), ÀAcl\ {0}. 


. Chứng minh 


Tlz2ue-* —v` Ẫ ¬.¬ `... Ẻẽ. Vrx Ắễ. 
TIẾT lú ‹Ệ) = VRJĐ?©~" cos @sÌn Ó +† ¬a_UG P` sinð(1 — 3 cos? ö) 


trong đó £ - (coso.sinö). 


Chứng minh 
a) ®luc" zảw”] = 


/ 


V.®ĐC—” cosó. 


F4 sưš 3g C22 -. › 
b) la e r9 | = vZ(0 co§ˆ ø 3 3 SÌN” 0), 


2R|ƒì 
đết lại 


) 
mi 


) 


. Cho ƒ(œ.) =ưe + 9”, Chứng minh 


(15p ~ 20p” — 4p`)c~?” + €›(2p” ~ äp)e~P”, 


- Cho ƒ(z.) - e *” 1, Chứng minh 


= V7m(2pˆ = lọc " C€OSO, VỚI Ệ = (coS @, SỈn @}. 


Ta định nghĩa đa thức Laguerre phức, với / > 0 


LẺ „(Az, Ay) = 


(12 


V7 


| 


Rl 


(T+#)l 


l 


) 


À“( 


2) 241/2 xi ø › tổ 
“+ự)|  c°! H(A30? + g2). 
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17. 


trong đó L{ là đa thức Laguerre. Đặt 


Chứng minh 

®{LẺ2(Az. A)c 4e th = ))H ng ING Hui2k(Àn): 
Chứng minh 
a1 ®{L|e-*”~ ụ° }= serse~PÌ Hì(n) 


b) ®{L‡e *~w'\ — ].. HH:(p) 
z..: 2 1 : 4 
c)7{L¿e "=9 }= quan nề ° Hạ(p): 
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PHỤ LỤC 


CHỈNH HOÁ NGHỊCH ĐẢO BIẾN ĐỔI LAPLACE 


Biến đổi Laplace đã được đưa ra nhiều lần trong các chương trước, qua 
đó cho ta thấy được tầm quan trọng của phép biến đổi tích phân này. Trong 
Chương 7, chúng tôi ghi lại nguyên văn bài báo của Đặng Đình Áng, John 
Lund và Frank Stenger về vai trò của hàm phức trong chỉnh hoá biến đổi 
Laplace ngược. 


Complex Variable and Regularization 
Methods of Inversion of the Laplace 
Transform ! 


By D. D. Ang - John Lund and Frank Stenger 


Abstract In this paper three methods are derived for approximating 
ƒ, given its Laplace transform ø on (0.%), 1.e., J“h ƒ()exp(—sf)df = ø(s). 
Assuming that ¿ € L”(0.), the fñrst method ¡is based on a Sinc-like 
rational approximation of ø, the second on a Sine solution of the integral 
equation ƒj” ƒ(f)exp(—sf)df = ø(s) via standard regularization, and the 
third method ¡s based on fñrst converting ". ƒ(f)cexp(—sf)d† = ø(s) to a 
convolution integral over ïR, and then ñnding a 5inc approximation to ƒ via 
the application of a special regularization procedure to solve the Fourier 
transform problem. We also obtain bounds on the error of approximation, 
which depend on both the method of approximation and the regularization 
PAarameter. 


= sẽ... 
Ì Mathematics of Computation 53, Vol. 188, October 1989, PP: 589-608. 
mè Mathematics Subject Classification (1985 Reuision). Primary 44A10; Secondary 65RI10, 
10, l 


{ ; si 
$ 0ords and phrases. Laplace transform, inversion. 
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7.1 Introduction and Summary. 


7.1.1 In the present paper we develop three new methods for carrying out 
the numerieal inversion of the Laplace transform. That is, If ®' denotes 
the interval (0. ), we obtain accurate approximations to ƒ defined on ®! 


$ 


by 
PƑ=ự. (7.1) 
where ¿1s given on #'. In (7.1), £ƒ is defned by 
(Ef)(s) Ị c*'“f(t)‹ẳ. ẤT.) 


The Laplaee transform oceurs frequently in the applications oŸ math- 
ematics |2|, |3]. I35|, especially those involving the solution öoŸ partial 
differential equations. Here it is used far less frequently as a tool oŸ 
approximation than the Fourier transform, ín part, because there are no 
universal methods of inverting the Laplace transform, but mainly, because 
in methods such as separation øf variables, ¿ is known only on Z#', and the 
use öoÊ the Bromwich Iinversion formula [43, p. 67] 


| “c]¡> 
ƒ(D = — Ị c ` u(s)dls (7.3) 


is therefore not feasible. The fact that the methods of this paper require 
only a knowledge of ¿on ?' thus cireumvents this difficulty. The laek of 
universal methods for inverting the Laplace transform stems from the faet 
that the space of funections / for which £ƒ exists ¡is simply too big. We 
immediately restriet this space by assuming that / - /Ý(5.' ›, which implies 
[14] that ø< L”(®'). In applications It Is generally possible to achieve this 
eriterion via elementary manipulations, which we shall diseuss below. An 
excellent sunmary öŸ other methods for inverting the Laplace transform is 
eontained in [10]. Purthermore, the methods summarized ín [10] are tested 
on several functions. While the tests in [10] are interesting, the criteria 
of testing do not restrict the space of functions, and ¡t is thus possible to 
write down test funetions for which any one of the methods does extremely 
well, while all of the others fail miserably. A variety of other methods are 
diseussed ¡n [4|, [16], [17I, (22]. (251, (801, (44], [45], [46]. 

The main feature of the three methods of this paper are the following: 

(a) The methods require that we be able to evaluate ø on IR!, 

(b) Two of the three methods allow for the presenece of noisy data. 


(c) If for some positive number a the funetion ƒ satisfies 


()(`} astf -U). : 
;) { ()(f °) asf† —¬ x, (4) 
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and lf l _ analytic 0n (Ú.o), then all of the methods work well. In 
articular, 1È 1s not necessary to know the explicit nature of,the singularity 


of /ƒ0 Sk j —Ú BÉ B5 ÿ So, Indeed, the second and third methods đo no£ 
work 1 ƒ() does not approach zero at / - 0 and at ? = . In Subsection 1.3 


below we discuss simple proeedures for altering ø so that ƒ satisñes (7.4). 
(d) The computer algorithms fo 


r achieving inversion are both very 
simple, and very short. 


(e) Of the three methods, the first applies to the largest class of 
functions, and hence it ¡is the slowest; the second, which ¡s the only one 
requiring the solution of a linear system of equations, applies to a larger 
class of functions than the third, while the third applies to the smallest 
class of funetions (see (c) above) and is the fastest of the three. 


( AII three of the methods involve regularization. This regularization 
¡is implieit in the fñirst method, while ¡in the second and third methods a 
regularization parameter must be selected. Indeed, the second and third 
methods fail If the regularization parameter is taken to be zero. 


7.1.2 In this subsection we shall summarize the results of this paper. The 
proofs are deferred to later sections. 


Let us define the usual p—norm for integrable functions on an interval 


(a.b) by 
dụ lớp 
lø|Ì, = lJ vo .,l<p#>. (7.5) 


In most cases we shall use the p = 2 norm, and on such occasions we 
shall at times omit the subseript p, 1.e., |L.|| = |.Ì|›. 

Let Œ denote the complex numbers, and let us define regions ©,. D„. S„ 
and /;, where ¿ >0, by 


9,={:e€E:Re:>0l: 

Đụ ={zeC: [Im :| < đ): . 

ấu = {á¿6: |atrs) < dâu (7.6) 
Hạ ={:€C: |argsinh š| < d}. 


Here, Ò, denotes the right half plane, and ¡llustrations of the regions 
Dạ. 5¿ and 3¿ can be found ¡n [39, pp. 177 and 186. 


Method [Ị. In this method we assume the absenece oỂ noise in the data 
. This method was diseovered fñrst, and its does not use a regularization 
Parameter. When ø is replaced by an accurate rational function approxima- 
tin derived in [40], ¡t ¡is possible to use the caleulus oŸ residues to evaluate 
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explicitly the Bromwich ¡integral (7.3). Although Method Ï ¡is convergent, it 
does not converge as rapidly as Methods II and II in the case when Meth- 
ods II and IHII also work. However, its explicit nature offers the possibility 
of further developmental work, and ¡it may therefore be possible to develop 
a very efficient method from it. The method is summarized in the following 
theorem. 


Theorem 1.1. Le ¿ defined as in Eq. (7.1) be analytic on ©., and let g 
sœtisƒfy the relation 2 


1/2 
llø||= lim (ƒ |ø(e + ia)24,) < . (1.7) 
ce—0Ì R 
lƒ ð(g. h. t) is defined for positiue h and † by 


h D m?/h ° Tymm „exD(—tc")g(c"") 
8.h1) = /0) = [~) 9 )#(°)""— Gnrem (hổ) 


then for euery c > 0, 


| c~*?*“lð(g,h, t)|®dt —- 0 (7.9) 
Jụ! 


gs h — (0. 


Method II. The direct numerical solution of the first-kind integral 
equation £ƒ = ø Is not possible [41], no matter how accurately we interpolate 
g. However, standard integral equation regularization greatly enhanees the 
solution of this equation. Instead of £ƒ = g, we solve 


ĐJƑa + C”CƑa = E*g (7.10) 


where is a positive number, and where £* = £, since £ is selfadjoint [14]. 
Written in full, (1.10) takes the form 


-% %œ 
7/2(f) tÍ 1 đụ = ị c®!0(s)ds. (7.11) 
g MứợtÍ dụ 


The role of the regularization parameter 3, whose selection is diseussed 
below, ¡is especially important ¡f the "data" ø is contaminated with noise, 
¡in which case £ƒ = ø may not have a solution, whereas a solution of (7.11) 


still exists. The following result reeommends a choice of ;3 in the presence 
E PHONE 0P T01 0NEIf0iNioIIINUI 


2mk: ".. 
“This assumption ¡s in fact a consequence 0f ƒ € /2(R 1), 
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of n01S®- 


Tho mang di 5 90, t0here 9o € Lˆ(R!), and let ƒ = Pu for some 
é2(R-), here lJul| = (ly, lu(Đ)IÊ4) "2 < E, Tự |lu— øoll < s, then for 3 = s, 
qudlity 


dhế solution ƒ3 0ƒ (7.10) satisfies the ine 


ƒø = fl< (1 + E)e1⁄2/a, (7.12) 


We next describe numerical procedures for solving (7.11). To this end, 
we make the following assumptions. 


Assumplion 2.3. Let EƑ = g, and let ƒ be analytie and bounded ¡in D, 
where D denotes one of the regions ® 


: a 0T Bạ defned in (7.6). If ƒ is analytic 
and bounded in 5¿, we define ö, z, and +, by Tiện. y 


ó(†) = logf. s„ = ckhc tuy = kh, (7.13) 


In this case, we assume furthermore that for ‡ € R' and for some 
positive number «œ, 


z4 J O(f°).t¬0, 
ƒ0) — ( O—*!1,t — %. (7.14) 


If ƒ is analytic and bounded in Ö¿ we define ø.z„ and trụ by 


ệ(f) = logsinh(£). 
z¿ = log|e*" + (1+ e2Fh)U2|, suy = (1+ e~?kh AI cao (7.15) 


and we assume that for some a > 0 and £ on IR', ƒ satisfies the relations 


xa... Í ØÉặC),£ 0, 
ƒŒ) = | (^^), £ —> %, (7.16) 
In Eqs. (7.13) and (7.15), let ñ be selected by the formula 
,„ (T4 _ 
Hài PS. : (7.17) 


Theorem 2.3. Le Assumption 2.2 be satisfied, and let the sequenee 


7ï humbers {f„}Ÿv be determined by the soluHon oƒ the linear system oƑ 
fQudttons : 


/ N 


N 
Jjf„ + h » SH, =l 3 IPg(Sk)C ””*, (7.18) 
_N : k ị 


~A 
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Let Ƒ:yx be deffned on R! by 


N 
J¿,n (f) = b3 !a5(m.h)sð(f)- (7.19) 
mộ — 
tphere S(mn.l)(u) = (=1) (h/®)(n — nh) sin[(m/h)u]. Then there exists a 
constant CẺ thích ïs tndependent o‡ Ý, such thai 


sup |Z2(f)— ƒav(| <2 AM)” (7.90) 


tcE" 


We remark that in the statement of Theorem 2.3 we have neglected 
the role of the condition number of the matrix in the linear system (7.IS). 
The role of this condition number ¡s further discussed in Subsection 1.4. 


Method IHI. In this method we first convert Ðqs. (7.I) - (7.2) Into a 
convolution over l8, thus enabling the application ofaccurate Sinc quadrature 
[39] to get an accurate Fourier transform. A special type of regularization 
1s thus employed to get a Sine approximation of ƒ. Bqs. (7.1) - (7.2) take 
the form 


Ề c*tƑ(t)dt % ø(s).0 << Ằ. (7.21) 
0 


where the “equality" *' may or may not be an identity, depending on the 
absence or presence oŸ noise. By making the substitutions 


Í œ (Œ 0 Sa: 
G(u)=c""g(€~"),FP(u) = ƒ(c4 (7.22) 
H(u) = cxp[—e—"|e~"*, 


we are able to reduce (7.21) to the convolution integral equation 


G(0)*> | H{(u— u)F(u)du. (7.23) 
bà 


Assuming the Fourier transform GŒ.H and Ƒ of G. H, and F to exIst, 
where for example 


G(+) ¿S Ị €*“"G(u)du, (7.24) 


one has the approximation 


F'>@G/H. (7.25) 
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Assumptton 3.1. Assume thạ 


:a L2(R), such that t for some G and Gọ in Lˆ(R), we have Ƒ 
Ịn š 


ƒ'= Ôu/Ñ (7.26) 
and 
|Œ - Ga] <. || < Bạ, (7.27) 


For given constant 3 > 0, let F; be defined on P by 


Pu) —~- GUÔẢg (7.98) 


| Tu 3.2. l/ Assuưmption 3.1 ¡s saFisfied, then the choice .} = :/Eu 
yields 


f› - Fl|< 2Eụ. (7.29) 


Theorem 3.3. Leí (he conditions oƒ Theorem 3.3 be sa(isfied. Ìn 
addition, assume that for some s > Ú, 


| M7®|FƑ(x)|®d¿ <S E< x. (7.30) 


Furthermore, let a„ and +, > 0 be defined by 


¬--- : 2 4Eg£ 
..= ï #" j{£)|. | Nữ}! = — —, 7 
q, HƯẾN E)|‹ |J1 Ea) 3=. Pa (7.31) 
Then 
¬ 21/2Ía,Eụ + LOÀI l 
lãi (7.32) 
tuhere 
1 1 
#„ = — log | = | [1 + ø(1)|.£ — 0. (7.33) 
TT £ 


Theorem 3.4. Let Assumption 3.1 hold, and in addition, let us assume 
that for some dl > Ú, 


Í mla|c2fl|Pa(e) = Ê()|Šdt < Eạ < , (7.34) 
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Then, uuith 8 = c/Eụ, 


ì d/(m 2d) 
. 24)1⁄2 /2Eoe 
LG Ga - (1.35) 
rr log[Ea/2Eoe] 
Next, let us diseuss the numerical approximations of f¿ and Ja. 
Assumption 3.5. Let N denote a positive Integer, let h > 0, > 0, and 
let Hì, Câu and Fn be defñned by 


N 
H›n(r) —h bà emh exp(~t enhìc nha : 
.— (7.36) 


li (z) —=h » cmth tt” PRhÌg Phụ” 
,\6) = 2 g(c 


and 


Hu( )Gn(#) (7.31) 


FàM() TT xe/ sinh m2)' 


N 
Set z; = m//(Nh),j = —N,...N,Fj = Fan(j)› and defñine Tờ VÀ and 
c,(/ =—N,....N) by 


` N_—] 
=sL CD lp v+p|+ SỔ pứ 2/2, 
k`— Nh "NHu : 3 


(7.38) 


j=-(N-1) 


N 
f1) = 3> œ5(/R);logt 


Theorem 3.6. Let £ƒ = , and let ƒ satisíy Assumption 2.2 correspond- 
¡ng to the region Sạ. LeL ƒ; Đe defined on R` by 


Ja(t) = 2c | sp cứ logtf}Fˆ;(r)d. (7.39) 
“1U Jp. 


uhere F; is defined by (ï.28). Iƒ Assumption 3.5 holds, then there exists a 
constant C', thích ¡s tndependent oƑ. N and s, such that 


sup) |ƒ2(f) — Xứ ()|<(€N N”exzp(—(mdaN)123). (7.40) 


0<f<œc 


__ Corollary 3.7. Lei a be q p0SIiiUe constant, and let F defined by 
f = G/H be analytic and bounded in S., uhere S„ ¡s defined as Sạ tuas Dy 
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Ê¿ be defined by (7.28), let IÊ||< E, and let (7.34) be sơfisfied. 


7.6). Let f | 
Then ther€ exists a consœnf C, uhich ¡is independent oƒ N and c, such thốt 
(40 ) holds. 


s no simple numerical method which accurately invertS ©V€rÿ 
ived at experimentalÌy 


¡1.3 There 1 
tested on a varlety of 


e transform. Indeed, this conclusion was Arr 
where several methods of inversion were 
lace transforms§. 
While the methods of the present paper also cannot be used £o invert 
averŸ Laplace transform, we shall nevertheless describe here 4 simple 
rocedure ẨOT altering the original given ø to a new function 7, where # 1S 
sụch that we can guarantee its accurate inversion. 

Best results obtain for all three methods If the desired function ƒ 
approaches Zero aS rapidly as possible, as £ — 0 and as f + <. Ơn the other 
hand, all methods work poorly or not at alÌ, if ƒ(0) does noÈ approach zero 
at least at an algebraic rate así ¬ %: 

Towards the estimation of the asymptotic behavior-of ƒ(f) as í 
us choose W0 positive variables, ơ and 7, such that 


ị 


LaP 


— (, let 
ØT = Ì. (7.41) 


Let L be any function with the property that for every fixed À > Ú, 


L(z) 
L{(m) 


= logz, 0r ÙL() = log|a? + (zŠ + b3)*],a > 0, are such 


(7.42) 


— Ì,Z — ©O. 


For example, L(z) 
functions. 

Theorem 1.3.1 [13, P- 44] Let L be defined as aboue and g = £ƒ. Then 
eạch oƒ the relaflons 


lì 
g()~ø “L () .ø => 0(resp.7 ~* %) (7.43) 


ứnd 


“T ] 
TT nh... Âm oc(rcsp.T — 0) (7.44) 
lI ƒ(u)du Tặ@+1) Œ) 


tmplies the other. 


ied in practice to achieve the asymp- 


Theorem 1.3.1 may be readily appl 
sp. A48 Í —? 0,oo) which we need in 


to * 
te rates (7.4) (O(*) and O(“*); r€ 
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order for each of the methods of this paper to work effectively. To this end, 
the following functions and their corresponding transforms are basic: 


TABLE 1.3.1 


Basic Transƒorms 


['(a) ` 
'CEYTUD (a >0) 


F(a)s“lu(a) — log s] 
(w{œ) = Ef(a)/F(e)) 


¿ ) _ #2 2 2à 
9(5) =~ ” +1)!“ log[s + (s” + 1)'”], (7.45) 
which satisfies 
2|loss log2  _ /loøgs 
Đ(8) = se : + —_Ÿ -E 2 F5 ,õ —+ 3Ó; (7.46) 


we have, by Theorem 1.3.1, 


2 
ƒ(Œ) ~ ~Iogf + const]. f — Ú. (7.47) 


Henee, in view of Theorem 1.8.1 and Table 1.3.1, ¡t follows that øn 
defined by 


=2 |log(s+ l1)  log2 
/1(5) = 0(s) + — —= (7.48) 
7 S%® ] s+l 
is the transform of ƒ¡(), which has the satisfactory behavior 
Ji) = O(logf).t — 0. (7.49) 


On the other hand, Theorem 1.3.1 tells us nothing about the behavior 
of ƒ¡(í) as † —: <. Suitable asymptotic behavior as † -: may be achieved 
by inverting ø¡(s + ¿),¿ > Ú, rather than ¿/¡(3). This would then enable us to 
accurately recover ‹ “?ƒ¡(f), rather than (0) (eompare [37]). 
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n the presence of noise, the choice of the regularization parameter 
712. \ was used'in Methods II and II, was probably an optimal one. 


3 kP ` sểữ cannot take ở to be zero when carrying out the numerical 
đế utation of ƒ ¡in Methods II and HII, even in the absence of noise. 
t 


' A eneralization of the regularization procedure of Method TH, which 

¿uld Ð€ applicable to arbitrary convolution integral equations of the fñrst 
nhổ would bại to replace (7.28) by Fạ(œ) = N(+)G(+)/[3W(z) + L#(z)|?l, 
wher€ 1E (1) -$ S5. arbitrary positive and nondecreasing function of |#l: 
This generalizatIon has advantages over the one recommended ¡n [9], even 
far (2) = z|”". The procedure [9] reeommends replacing our (7.28) by 


Fz() = {G()/N(+)HLR(+)12/|3x|2 + LR(+)|Ìl): 


howeYr› this replacement does not guard against the denominator func- 
tion H(r) beeoming arbitrarily small or possibly (in a different problem) 
vanishing for fñnite +. 

An acceptable value of , to be used ¡in the numerical evaluation of ƒ may 
be determined In the case when we know an accurate bound on the error 
sf best Sine approximation of ƒ on R#!. Such an error may be considered 
to result from solving exactly a Laplace transform Inversion problem (7.1) 
with a diferent ø. Hence, by Theorems Z.] and (e.g.) 3.4, ¡t follows that 
sur choiee of 2 is of the order of the error of the best Sine approximation of 
fon 8'. The fñnal error in the computed ƒ will thus be of the order of. .?!⁄2. 

On the other hand, I1f an accurate bound on the error of best Sinc 
approximation of ƒ on R! is not known, we are not unduly handicapped, 
ảnce the error in the ñnal approximation oŸ ƒ obtained by either Methods 
1ør IIL is a very slowly varying function of 3 for ở larger than the best 
alue, say „. The computed results become 


| 


| 
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L“ euo: x0? 


Meriod TH 


FIGURE 1.4.1 L* error versus l// 
Exact ƒ(£) = f3⁄2e~fInt,N = 11 


L7 euot xiữ” 
| 

s0|_+Boimd on Sinc crrori ` Äetaod 1H 

' ` w 

lš ba2x4Ê se nrazesued6sr>sXer-r=oocsIÐP 
| X.⁄ 

lũ— NGGs Â c2 Kế 
| , Aferiied II 


an 
` 


l lứ 10 
FIGURE 1.4.2 L® error versus l// 
Exact ƒ(t) = f3⁄2e”!lun#,MN 421 


quite erratic in the region 0 < ở < Ø. Two typical graphs ¡llustrating the 
relation of the /®(R'!) error in the computed ƒ as a function of 1/7 are 
illustrated in Figure 1.4.1 (for the case of  = 11) and 1.4.2 (for the case of 
N =2). 

We remark also that the computations were done in IEEE double 
precision floating-—point format, on an HP 9000 (Model 320). For smaill 
N (e.g., N = 5) the computed solution remained bounded, even at ở = 0. 

As N was increased, however, the errors in the ở = U solutions became 
increasingly large. 

Let us recall that the implementation of Method II requires the nu- 
merical solution of a system of linear algebraic equations (see Rqs. (7.18)), 
whereas Method III does not. The condition number of the linear system 
(7.18) did not appear to affect the results of our eomputations in the ranges 
of N and j in Figures 1.4.1 and 1.4.2, possibly since the eomputatilons Were . 
carried out ¡in double precision. Preliminary tests indicate, however, that 
in single precision, the results of Method II are not reliable for 2 small (of | 

| 
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the order of 105 or smaller), 


iven : = £ƒ, where 3*(R _ 
¡1ð ŒI ltPƒ C F?(RP) thẹ InVersion formula (7.3) (the 
ÊTY POSitive number 


involve the application 
(7.3), and many papers 
8], [10], [18], [21], [38]. While this 
lues of ý are required, and many 
ntegrand usually approaches zero 
Re s = c. Other ingenious methods 
r transforms, such as via Mobious 
; May at times produee a rapidly 


va 


Another approach is to assume a certain type of (Galerkin) approxima- 
tin for ƒ, with unknown coefficients, to take the Laplace transform, and 
to minimize In some way, the differenee between ø(s) and the approximate 
transform [1], |5], [11], [12], [27], [29], [30], [34], [36]. These approximation 
schemes are sometimes also combined with the Post Inversion formula [31], 


/6)= Em SP (0) "() ¿đan 


(see [33], [37], [40]). 


Error bounds for approximate inversion of Laplaee transforms have 
been previously obtained in [27], where ƒ was itself assumed to be a Laplace 
transform, and where /ƒ was approximated by decreasing exponentials, and 
¡n [26] for raore general methods also, of inversion of Laplace transforms. 
The bounds ¡in [26] apply also to our methods, although our conditions of 
Applicability are more easily checked. Our ©rror analÌyses, as well as the 
numerical stability of our methods, are closely tied to the seclection of the 
best Tikhonov parameter ở. This parameter ở allows for the presence of 
10lse ịn ø, and moreover, Methods II and III of our paper would not work 
*† all iF 2 were taken to be zero, even in the absence of noise in ø. 


Various numerieal algorithms based on Tikhonov regularization [40] 
3V been devised for solving the matrix systems that arise ịn the approx- 
_ "4e solution of Eredholm integral equations of the ñrst kind [20], "hờ 
ÂN whiech have been applied to obtain approxImate Inversion of bếp Bồ 

tansform s [20], [25]. While ¡t is possible to achieve good numerical ho 
"this Way, the methods of the present paper are designed S0 Site or 
Version o£ Laplace transforms, and they are therefore more efficient. 


tp Ch PHÂN 
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72 Proof of Theorem I.1. 
In this section we carry out a detailed proof of Theorem 1.1. 
We achieve the interpolation of ø on 8Ì by means oŸ the function 


| 
+ (z— eJ")(— = “) 


( 
ĩ (7.51) 
;1(z+€?*)(- + gó) 


z—] 
@(z,h) = >ăxi 


where h > Ú and z is an arbitrary complex number. The function o(z.h) 
has zeros at the same poInts (: ‡) as the function sin|(x/Ú) log =| which 
was used in [39] to achieve Sine interpolation on #'; indeed, as was shown 
¡in [40], the interpolation properties on #' of the interpolant which we 
shall derive via (2.1) are similar to those of the Sinc interpolation formulas 
obtainable via sin|(x/h) log zj. The function ö(z.) has a unique advantage 
over sin/(z/b) log :} in that ït also has poles on the negative real line, and 
it 1s this property which makes it possible to get an explieit approximation 
for ƒ(¡) via the Bromwich ¡integral (7.3). 

The function ó is in faet an elliptic function. In other to see this, we 
introduee here the following standard notation for elliptic functions: 


k€ (0,1). 
u) = 2l) = | (1>?2(L<È°@j|” `2 
0 


© tu = sn(u: È), 


N = N(hR) == Ăj(1:k), (7.52) 
ự=q=k 
K?= KO, 


q= exp(-nlˆ/R). 
q@' = exp(TmN/N”). 


Setting 


du 
e””"=tg=e€ 


993) 
in [28, Eqs. 16.37.1, 16.37.2] and using [28, Eq. 16.36.3] we conelude that 


t?. 2 R !, 
Ø(z.,h) = (È )!/2sn lạ log z; r| (7.54) 


Properties of ø and some estimates on the parameters 1©, kˆ as functions 
of h are recorded ¡n the following two lemmas. 


Lemma 2.1. Le( ¿ be defined by (7.51), there : € Ö and h > U. Then 
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(a) tor ai t€ R, 


|o(1.h)| = 1. (7.55) 
p) For all : € €, 
Ó(—s,h)= — (7.56) 
©(s,h) 
(c) For all ®ec R`', 
lo[s, h0) < t0 (7.57) 
(d) For ai j = (\sgếtˆ +2,.... 
o'(LẤ..) -Š há. (7.58) 


(e) Iƒ 0 e lÑ and j = Ú. +1. +8..... thén 


› 


(“)!2 < lo(c0!Ÿ))» Ø7” n)| < (k)~}1⁄3. (7.59) 


Prooƒf. (a) The relation (7.55) follows at once from (7.51), since each of 


the factors 
( — e?")/(¿t + e1") has modulus 1 for all £ € R. 


(b) The relation (7.56) follows from (7.51). 

(e) The relation (7.57) is a consequence oỂ the identity (7.51) and the 
fact that sn(u. #') maps i# onto (=1. l. 

(d) Diferentiating the right-hand side o£ (7.514) and using the formula 
[28, Seetion 16.16. 1] 


7 sn(0 2) = cn(u: #)dn(u: k). (7.60) 
(1l 


We get (7.7), 


(te) Using [28, Eq. 16.21.2], we have 


i73 NÐ 
ð(e1 |, SN th) = (— L)? (h )!/2/dn = +) : (7.61) 
Bụt for „ c Is, „# < dn(u:) < 1. Henee (7.59) follows. 


Lemma 9,9, 7ƒ j — 2log(1/q), (hen: 
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(a) The bound 


h< 4e 0A (7.69) 
¡s 0uaÌid for qÌÌ h > 0, 
(b) As h — 0, 
kh=e-r l4 + O(e—2" /R)|, (7.63) 
(c) ZAs h —> 0, 
Kụ) 2 _ (?) ¿~*2/R)[T + O(e~279/%)), (7.64) 
m 


Proof. The inequality (7.62) was verified in [40]. The relation (7.63) 
results upon taking the ratio of the two equations [28, 16.38.5] and [28, 
16.38.7], which yield the upper and lower estimates 


+ “/h 


9ẹ—T /(2h)J1‹._e 3 0") 


2ø—` /(2h) 
= —, (7.65) 
T+e-2z1/n 


—— 
= 
t2 

LA 


1+2e-?2x/h 


Finally, writing hW = {N/(x/Ý”)}rK“, and using [28,Eq. 16.38.6] as well 
as (7.63) and the identity ạ' = c7?” /°"; we get (7.04). 


Proof oỆ Theorem 1.1. Let ©, denote the right ha]f plane, 1.e., 
Q,={ze(C:Rez>0}, (1.66) 
and for h >0 and X a positive integer, let 4„ denote the region 
Ay=Í{ze(Œ:Rez>0,e (+12) < |;| < (NrƯ (7.67) 


Let s€ 4x, and set 


\— Ó(8, h) ƒ g(z)dz 
EN (0; h, 5) = Đaj Ì.. (z— s)o2(,h)' (7.68) 


Using Lemma 2.1(d), we can evaluate the contour integral in (7.63) by 
summing the residues to get 


N 


T@(s, h) (—1)?e"*u(en®) 
r(0y h9) = 0(9) — TT — ——=.. ˆ 
€N (ø ) 3) 9(5) (k)!⁄2N » s— enh : (7.69) 
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Now given Œ defined on ©, such that 


: 1/2 
IIŒl| = (J |Œ(iw + 0)24y) < BƠ, (7.70) 
the Ñmetion G' deñned for sc Q, by 


6s) : 1 ƒG(u+0†')du 


27! jJụ HA 6 


(1.71) 
satisfes the relation 
| I0 ác + á9)246 < I6 (1.72) 


for every c > 0. ConsequentÌy, since I\@(¿u,h)| = 1 for ð € BE, the function ¿ở 
deñned for s € ©, by 


y g(z #e)dz 


+09) = lì VJu\< TCG/U~ — 
Hn) .-0 J <‡eo @(#, h)(z — s) KP 
satisfies the relation 
Ỉ lio(c + ¿w)| “du < |lø|l? (1.74) 


for every c > 0Ô. 


[t is then easily shown, using the results of Lemmas 2.1 and 9.2, that 
for se O,, the limits 
“% ð(s,h)g(z + n)dz 


l 1 
£(g.h,s) = lim ex(ø,h,s)= lim — 
) N vợ ) J-¡e  @(z,h)(z — s) 


N—coc >0 27i 


Ñ, 123) 


ÊXIS; indeed, upon applying Schwarzs inequality to the integral on the 
right—hand side of (7.75), we ñnd that 


lø(s.)|ll 
|£(ø,h. 3)| < na (7.76) 


whi In Pparticular, ¡f s c JR!, then by Lemma 2.1(e) we have |o(s, h)| < (87)1⁄2 
Ich shows by (7.62) that e(ø.h,s) — s as h — Ú for all scIR'. 


The error =(ø.. s) 1s also given by 


` 


2S nunh nh tí 
S(đul), 4] = gl se (CU < øự" )ð(s,h) 
- ') 99) (k?)1⁄2K 3 g—enh : (7.77) 


H- —OO 
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We shall now show that for every c > 0, 


j le(ø. he + ¿u)| du —› 0 (7.78) 
JÐĐ 


as h — Ú. 
We observe that losg|ó(s.h)| is harmonic in the region 0 < Ø < z/2, 
where Ø = arg s. Moreover, by Lemma 2.1, 
lim loglo(|s|c?,")[< 3 logk“, 


Vu ' Cử ch) 


lim log |ø(|s|e!?, hội <0. 
0—zr /2 


Consequently, for Ø in the range 0 < 9 < z/2, we have 


2| — 


log |ø(|s|e',h)| < 
UI 


P› 
{ _ x) log kÝ. (7.80) 


That is, 
|ø(|s|e”, h)| < (7H), (7.81) 


Hence, IÝ s = c + /u, where c > 0 and uc ï then 
lö(c + iu, h)| < (k) TH ĐA (7.82) 


In view of (7.68), (7.73), (7.74) and the fact that løo(s.h)< LIÊscQ, it 
follows that, given any + > U.e > 0, there exists a 7' > 0, such-that 
- ".... + u)|®du < ae li: (7.83) 


AIlso, by (7.68), (7.73), (7.74), (7.75) and (7.82), 


Ụ # : 
— |£(0.h,c + ?u)|ˆdu 
27 J4?" 


3:1 
max |Ó(e -E ¿u. h)|Ê-— 
ng lớtc+ eo) | 
< -Ủ (g/)/) tan (e/T)|| 
— 37 


VP 
luc + ¡u)| “du (7.84) 
+? 


LA 


9|. 


Henee, by eombining (7.83), (7.84) and (7.62), we see that if 


(§ 165/8) "BI !(e/7T) “ n/2, 
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the? 1 2 
—— / |£(ø.h.e+ iu)|Êdu < VIIDIIRE 
37, I8 27 
rrom the identty 
1 "C-‡-+CO 
(Ø4) = —: ị c*!z(w,h, s)ds 
¿2 GIIt Q co dọc 
3 ké pnYmrEn mh nhì 
nu >. (CC)! exp(—Ec”" )g(en2) 
" k?}wv2 nh + ch 


r1 ==ẰG“ 


d n0W follows from (7.85) and Parseval's Theorem that 
] 
J0 
This completes the proof of Theorem 1.1. 
¡3 Proofs of Theorems for Method II. 


> an “đã CÚ 
G |lỏ(ø. h. £ £)|?dtØ le gh,c + iu)|Šdu < nạ —. 


(7.85) 


(7.86) 


(7.87) 


Let us note that the operator £ defined by (7.1) is selfadJoint, so that 


( = E`. 


J2(R†) to L?(R†) (see, e.g., 


It was known that 0 1s In the spectrum of £ as an operator on 
[14]). Henece, £ 1s not continuously Iinvertible, 


¡e, ñnding the inverse of a Laplace transform 1s an il]—posed problem. It 
¡s clear, however, that for each /3 > 0, the operator ở + £*£ 1s continuousÌy 


invertible on L“(R!). 


Proof of Theorem 2.1. Let us form a spectral decomposition oŸ £ in the 


lirm [32, pp. 277- 280] 


and let us set 


Ñow, from (7.10), one gets 


(7.88) 


(7.89) 


(7.90) 


(7.81) 


B(ƒf¿ - fì+ #"PỮf: = f)= hu= Ê`bÍ ~ Bì 
» henee 
Ía ~ Ƒ =(8 + £*£)~1£*(g = £f) - (8+ £*£6)”`8 
Wẹ M 
` Xi: that 3+ *£ eommutes with both £ and |Z£|, and hence so 
tiếc do ÿ nh TÊN (23+ £*£)~! is a positive and symmetric operator. 
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Moreover, |£| > +, and henee (Ø + 6) *I6J > skÚ0 + ÉP] TRÙ, lây 
any z€ L2(R†), 
(8+ £*£)"!|£lz,s) > |((8+ £*£)”` £z;#)| KG) 


Recalling that for a symmetric operator .4, We€ have 


lL4l|= sup |(4z.z)|: 
llrll- 1 


1t thus follows that 
l(g+ £*£)-!\#Il> I|(2 + £®2)ˆ`£l: (7.93) 


Now, we have £*£ = £2 = |Zl?, and so for any # € Fˆ(R'J), 


0 < (V3 -†tbšÊ, +) = (3+ £*£ - 2V8|£l)#. 3). (7.94) 

That 1s, 
 “Z#Ê - 2v/5|£| > 0. (7.95) 

Hence, 
(8+ £*£)~'(ø + l# c - 2v 8|) > 0. (7.96) 


which implies that 
l(đ+ £*#2)~!1£II< 1/28. (7.91) 


Thus, if ở = e, then, sinee ||g — £ƒ|| < s, 


l\2+#*2)!= #0 < 5= ~, (7.98) 


AIso, since by assumption ƒ = £u,u € L”(R'), we have 


lI(ở+ £*#)T!II= Il(ð+ £*£)"`'#u|| < sang (7.99) 


so that 
|(0 + £*#)~'3fl| < = (7.100) 


Combining (7.99) and (7.100) with (7.91) we get (7.12). m 


Proof of Theorem 2.3. This is a direct consequenece of Theorems 2.1 and 
2.4 of Ikebe [19]. m 
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7.4 Proofs of Theorems for method III. 


In this sectlon we shall prove Theorems 3.2, ở.3, 3.4, 3.6 and Corollary 3.7, 
which were stated in the introductory section. 


Prooƒ 0ƒ Theorem 3.2. Using Eqs. (7.26) and (7.28), we get 


0(P» - F) + |WIỀLF¿ - È) = H(Ê — ởa) — gÊ. (7.101) 


Thịs 1S, upon multiplying both sides of this equation by (F; - F) and 
integrating over ïR, 


I(3+ J7I?)J# = fPlli < (ở - 6a)(f¿ — F)llị + 3||Ê(Ê - F)lli. (7.109) 
But 
H(+) = Na exjp[—=£ Xị€” "đu =T( = i+). (7.103) 


where I'(.) denotes the usual Gamma function, and therefore [28, Eq. 6.1.31] 


I(a)J2= Ñ(x)Ñ(+) = —#*—”' (7.104) 


sinh(z) 


Henee, sup„.; |H(+)| = 1, and so (7.102) yields 


Kia lu vÃ va 5 hơi | TS 
|#+¿ — flll§ < 5llG — Goll›||f2 - F†]l› + lIFl:||t£ ? (7.105) 
ø lb) 
Using (7.27) in (7.105), we get (7.20). M 
Proof oƒ Theorem 3.3. Let us multiply Eq. (7.101) by +”*(Ƒ;— P) and 
then Iintegrate over i3, to get 


li ; +?%|F2(&) — F(œ)|°d# + Í |M(r)|2e”"|Fa(e) = F(+)|l de 


/IR 


= l NÑ(œ)z°(G(+) = đạ(#)]#Š[Fa(+) F(+)]d+ (7.106) 


—8 Í SE (#)+°|F2(£) — F(+)Ìdä. 
Now using (7.27), (7.30), (7.31) and (7.106), we get 
ID + |(z)|?J+?*|Fa() - P(e)|Šd+ 
" ¬- Y2 (7.107) 
< (a;e + 8:) (J #?°|#(z) ca Ew)fa:) 
J# 


I+BĐTÍCH PHÂN 
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Henece, (7.107) yIelds 


Ê uc 3 ae + ÐE; : 
b) #8 P2(r) - TÔ) < —ưn = a;Ebo + bạ. (7.108) 
E. 


Next, from (7.109) and the defñnition of Jin Theorem 3.2, we have 
Ị If(z)|fIf)¿(r) - F0) dẻ 


li " =——— ˆ - =——--.-— 7s. 
< / LH(+)||G(+) — Gu(r)||F 3tr) — F\(.r)|dt (7.109) 
+ Ị IF()|IFa(e) F(e)|d+ < 4E. 

⁄IÑ 


Let .r. > 0 be determined by (7.31). Then, since |H(.)|“ 1s decreasing 
and +z?* is inereasing as |+i increases, we have 


2 


: Đ sàU Ñứ) |, ` 
J |Føz(+) — F()“d#< ị (2) |[Fä2(z) — F(r)|“d+ 
|x|<+- _ Chờ Lư ø8 (7.110) 
< "=—... = Sẽ SE S=CÑ 
|f(œ:)l? vỗ 
Similarly, we have 
: [ : th I 2sIT - ) 
ị |#z(£) — F(œ)| dư Š XP Ị #“"|F›@) <£t()|)d+ 
J|a|>+- ty J|a|>a, 
a¿EbsE #, (7.111) 
`. 
: 
By adding (7.110) and (7.111), we get (7.32). 
We remark that an estimate of a„ defined In (7.31) 1s 
s07] 3? Tiện 
œ, % (2a)12 “ ) . (7.19) 


This estimate ¡is obtained upon replacing 1/ sinh(zz) by 2/cl**l over R. 


The estimate (7.33) is obtained similarly, by first replaeing sinh rx+ by 
1 „|zz| 
5Œ "-d 


Proof oƒ Theorem 3.4. Let £ > 0 be deñned by the equation 


261 —_ TẾ ku 
sinh r€ 4Eo£ ` (7.113) 
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Then, 
n€c?&d j |[Fz(£) - Ƒ(+)|®dz 
¬.... | (7.114) 
< mla|c2l*Ì|P2(œ) — F(rz)|®dr < Eạ. 
⁄|z|>& 
Similarly, by (7.113) and (7.109), 
4EoE_„ se, ƒ : . 
: n&c2§d | |#¿z(+) — F(+)|“d+ 
d £ J|z|< 
7 : Sa 
". .ắ.. (1.115) 
sinh TẾ jJ|z|<e 
< ị IW(#)J°|Fs(+) — F(r)|®dr < 1£. 
J|x|<€ 
By combining (7.114) and (7.115), we get 
2P 
|; - #l ,ˆ. (7.116) 
_~€Cz2€(l 
Tcc”> 
Starting with (7.113), let us estimate € by éo, where 
H 
(24 m)Ếu — d ( 
e TA u42 1) 


That ¡s, by comparing the right-hand sides oŸ (7.113) and (7.117), we 


have 
mỆo < TỆ => € ẾU < c3&4, (7.118) 
so that 
^ (7.119) 
m€c2Ê m€o( 3Éu 


Upon solving (7.117) for £o and then substituting ¡into (7.116), we get 


(7.35). M 
Proof o£‡ Theorem 3.6. The 1dentity 


TỶ... 5c... S...... (7.120) 
d, 3+ |H2 3 + |HỊ|ˆ 


shows that the error in #; is a sum 0o errors in G and H. If Assump- 
tions 2.2 and 3.5 are satisfied,then by [39], [40] both of these errors are 
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and hence so 1S the error in #; — F;„, as well as 


O(NƯ3a¿-trde AN)1⁄2 L : | | 
transform over lR 1s Ứ¿ ~ F2. The inequality (7.-10) 


F¿ — F;,,, whose Fourlier 
thus follows. M 

Proof oƒ Corollary 3.7. The proof of Corollary 3.7 is the same as the 
proof of Theorem 3.6, upon noting that analutieity and boundedness of ` in 
%„ implies that the inequality (7.L1) are satisfied. 8â 


7.5 Examples. 


Each of the functions ø which are given (along with their inverse Laplace 
transforms ƒ) ¡in Table 5.1 were tested, yielding results of accuracy similar 
to that indieated in Figures 1.4.1 and 1.4.2, with ai] inversion methods oŸ 
this paper. 


TABLE 5.1 
Test functtons 
g(S) f(L) - 
(2+1) 7. teT] 
(sˆ +2 +2) © Tsin(f) 
T(1/3)(s + 4/3)” * ;1/8,— 11/3 
T(5/?)(s + 1) ”/2u(5/2) loø(# + Ù)| 3Š k los(f) 


The funection ƒ() - sn(f:k)c “¡is analytic and bounded in /„/(U < ¿È < ®), 
but not in $¿ for any d > 0, and for this reason Method II eorresponding 
to „ was much more accurate than Method II corresponding to S„, when 
each was applied to the inversion of the Laplace transform of ƒ, which we 
were able to express In this case only as an infinite series. 

Finally, we also attempted to invert the Laplace transform ø(s) = 
(s2 + 1)~! of ƒ( = sim. In this case, ƒ does not belong to L/(R*), and Sine 
interpolation o£ ƒ on E† does not work, since for accurate Sine interpolation 
on l† we must have ƒ(/) approach zero both as / — 0 and also as f —: œ: 
Hence, although Method I worked for ø(s) = (s”“ + 1)”, it eonverged very 
slowly. Methods II and III gave accurate results onÌy near ¿ = 0. 


Copies of FORTRAN programs for Methods I, II, and III may be ob- 
tained from the third author. 
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———————Ẩ“ 


BIẾN ĐỔI TÍCH PHÂN 
Mã số: 7K522m9 — DAI 


In 1.000 bản (QĐ : 36), khổ 16 x 24 cm. In tại Công ty CP In Thái Nguyên. 
Địa chỉ : Phường Quang Trung, TP. Thái Nguyên. 

Số ĐKKH xuất bản : 04 - 2009/CXB/368 - 2117/GD. 

In xong và nộp lưu chiểu tháng 6 năm 2009. 
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NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC VIỆT NAM 


LÍ THUYẾT TÍCH PHÂN 


Đăng Đình Áng 


9 

e NHẬP MÔN GIẢI TÍCH Đặng Đình Áng 
e HÌNH HỌC CAO CẤP Nguyễn Mộng Hy 
e BÀI TẬP HÌNH HỌC CAO CẤP Nguyễn Mộng Hy 
e LÍ THUYẾT XÁC SUẤT VÀ THỐNG KÊ Định Văn Gắng 

e BÀI TẬP XÁC SUẤT VÀ THỐNG KÊ Định Văn Gắng 

e XÁC SUẤT THỐNG KẼÊ VÀ ỨNG DỤNG Lê Sĩ Đồng 

e TOÁN CAO CẤP - PHẦN GIẢI TÍCH Lê Sĩ Đông 

e PHÉP TÍNH VI TÍCH PHÂN TẬP 1 Phan Quốc Khánh 
® PHÉP TÍNH VI TÍCH PHÂN TẬP 2 Phan Quốc Khánh 
® VẬN TRÙ HỌC Phan Quốc Khánh 


® TOÁN CAO CẤP TẬP ! : 
PHÉP TÍNH VI TÍCH PHÂN HÀM MỘT BIẾN 
VÀ LÍ THUYẾT CHUỖI Nguyễn Viết Đông — Lê Thị Thiên Hương 

Nguyễn Anh Tuấn — Lê Anh Vũ 

Nguyễn Viết Đông — Lê Thị Thiên Hương 


e TOÁN CAO CẤP TẬP 2 : ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH 
` Nguyễn Anh Tuấn - Lê Anh Vũ 


e TOÁN OLYMPIC CHO SINH VIÊN TẬP Ẻ Trần Lưu Cường 
e TOÁN OLYMPIC CHO SINH VIÊN TẬP 2 Trần Lưu Cường 


e TOÁN CAO CẤP ] : 
VI PHÂN VÀ TÍCH PHÂN HÀM MỘT BIẾN 


Nguyễn Đình Huy (CB) 


e TOÁN CAO CẤP 2 : ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH Trần Lưu Cường (CB) 
e TOÁN CAO CẤP 3: 
VI PHÂN VÀ TÍCH PHÂN HÀM NHIÊU BIẾN Nguyễn Đình Huy (CB) 


e TOÁN CAO CẤP 4: 


LÍ THUYẾT CHUỒI VÀ PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN Nguyễn Đình Huy (CB) 


Bạn đọc có thể mua sách tại các Công ti Sách - Thiết bị trường học 
ở các địa phương hoặc các cửa hàng sách của Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam : 
- Tại TP. Hà Nội :187 Giảng Võ ; 232 Tây Sơn ; 23 Tràng Tiền ; 25 Hàn Thuyên ; 

32E Kim Mã ; Số 3 ngõ 127 Văn Cao, Quận Ba Đình. 
- Tại TP. Đà Nẵng : 15 Nguyễn Chí Thanh ; 78 Pasteur. 
- Tại TP. Hồ Chí Minh :104 Mai Thị Lựu, Quận †1 ; 5 Bình Thới, Quận 11 ; 

231 Nguyễn Văn Cử và 240 Trần Bình Trọng, Quận 5. 

- Tại TP. Cần Thơ : 5/5 đường 30 tháng 4, Quận Ninh Kiều. 
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Website : www.nxbgd.com.vn 


Giá: 25.000 đ 
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